
KOMPLEKS ANALYSE OG DIFFERENSIALLIKNINGER

Komplekse tall
→ Kombi nasion Mellon reelle og imagineer tale

•
Im

←
reece

2 = 5 + 3 ,
← imagineer ,

Re CZ) = 5 ( reece alee) -
a = - 2 + É

-
-

kompieles tale IMCZ ) =3 ( imagineer alee) -

• Z b = 4 - si

•

↑ ,

-

1 ( ( ( to f I I 1 D
5 Re

[
2

= - I [ 3 = - i i 4 = I

Komplekskoniugat : 2- = at bi = a - bi → Re 2- = Rez /ME = - im 2

Norm : 121 = ✗2+92 (oust-• fra 2 til Origo ) / Z - Zo / = r → Zo = sentrrm
,
r = radius

Absoleltvercei - idertiteter i 121 = ZE 1221 = ZZ 121 = 12-1 121221 = 1211122 / 12h1 = / 21h

Trabantwhile -1> etch : 12 ,
+ 221 ≤ / 2 , I + 122 /

Polarform

2 = ✗ + icy som et punnet CX , y) i leomplekst plan

( r
,
⊖ ) → r ar stance frae punletet til Origo

⊖ vinleeeen Mellon X- aksen 0g Straiten fra Origo til punletet

✗
2
+ yz

= ¥ sin ⊖ =r = ✗ 2 + y
2 > 0 Cos ⊖ =

✗

✗
2
+ y

2
= ¥

↳ "
modulo

"

/ norm ⊖ =

cergumentet til 2 my

absolettveelien til z • P = Cx , y )

•
=
#

} rsin ⊖
2 = r( cos -0 + isin -0 ) → polar representasjon ↑ -0

>

×÷

Rez = ✗ =
rcos ⊖

lmz
= I

1m z = Y = rsin ⊖ tan -0 = Rez ×
→ ② = aerator ¥ r = ✗ 2+42 = 121 = ZE

Finne n 'te roten til et tale:
n
z =

n

r (cos 0-+2*4 0-+211-4 )n + isin n

☐

komplelese rotter
↳

girncosninger
: en for truer k Zn = rn Ccosn -0 + isin n -0)

tigger poi sirleee med radius Lik n '

terotenr
zn = rnt @

ic • +241in

✗ y
- IT < Arg z ≤ IT cos (Arg 2) = 121 sin (Arg 2)

= 121 Singel -verdi

argz
= { Arg - + 2iTk : k=o

, II. 1=2 ,
. . .}

Arg 2- =
-

cergz argc - 2) = argz + IT
↳
multi - verdi

(argz = -0+211-4)

De Moine's identitet (cos ⊖ + isin -0)
^
=
cosh -0 + isin no

 



Komplekse fenksjoner

◦ DefinitionsMengele : et •miracle i elet kompiekse plan ( s ? )
• Funlesionsvercei : Kornplecest tale til heart punter i detinisionsnnengceer ,

w

w = f- Cz) w = let in Cu og v meeeee fenlasjoner Cee z @g Cee ✗ og y))

w = f- (2) = cecx.es ) + Ew Cx , g)

a y a ~

2-plan w -plan ( ? )

.

↳
"

image
"

set↳ definisionsmeng.de

2 '→ rccos ⊖ + isin -0 ) Z → rotasion on vinleeler ⊖

2 1 A rz ,
r > 0 → dilation C? ) air facetor r

£ er R2
,
men Acer er ekstra operas ion

En map free tile er Iet Somme son fra R' til R2

→
Eks : f : cc → E

Z → 22

✗ + icy → (✗+ i g)
2
= ✗

2
+ 2 ix.y

- y
2

↳ Kalkuleoe : tar reece og imagineer
del cee z og regno med clisse

Kan definers mappers fr : reell del er torsten koorolinat , mens imagineer del er cencere kooralinat :
✗2- 92) ⇒ fpg (( g)) = (a2

- b ≥

fr : 1122 → Ps2 (F) → ( 2×y 2ab )

→
Ved ai pceraonetrisere den v=2×y } ✗

2-⇒ Kan man se on litem ingen er er sirree / hyperbet osv( 5- ¥

• linear approksimasjon og mapping

◦ mapping i polarcoordinator : z = rcos ⊖ + ir sin ⊖ w = fcz)

- D w =p ( cos 1- Isin )

Pcr , G) = / f- Cr cos ⊖ + Er sin G) I

⑦Cr , ⊖)
=

org (f @cos ⊖ + irsin ⊖ ))



Apremender
or-nebolag arzetalmagde or komplete tall 2 hvor 12-20/r =BrC20)

Linkederer stake punktene pasitbeeen 12-201 = r)

· stellect nabolag ar z0er etnebaragar 2. hvor sentun or utelate
=Br (20)

BC20) =32:0 <12-201<r3

·

innvendig punkt aus: his det times at nabolag or 20 somer fule inneholot is

·grensepunkt ar his here nabolagaz ireholder mist at punket;sog et punkt ikke is

·grensen or S : megden or all grensepuktene til I

· ipen mengle: en delmenades a completes taller pen his ethat punkt;seret innuedig punkt ars

· open disk: r-nabolag, Brico ever ipen disk ned radius ogsentrum 20

· Lucket menge: menage son inneholder all grensepekter
· wkket disk: inneholder ale grenseplater; sirbeen 12-201 = r (disken: 32:12-201 2r), medr=radius, 20-

seefoun

Sammenkoblede mengder

· Polygonae linie: endering union on whlede (injesegmente (j, j=1,...m slike at ender an ever Ly

treffer starten allity (5=1, .. .. m-1)

·

Delmengel l kales polygonale Sammerkablet his entre to puter in Kankables oven polygonal line

son a forestedig inneholeti delmengder.

· Region: Ikke -font spent of polygonal sconekoblet demengde an det komplekse planet

sirker

· reed plan: (x-x.)"+(y-y=
"

r=radius (x13) = Sentin

· Koplekse plan:12-201 =& 2: Xtit20=(x0 +iy)

12) =) - entetssirbelen

Lucket sirkeeskive: 12-2.)p (purkter piog inventor Kanter)

open siemenskiz: le so sirvendar mommmomanelif
Annows

· ipen annus: . < 12-5 MMCRmena
sirker: x+ =a

Parabel: y'-Tax = 0

Elipsa:

Eattooeas
Hyperbel:



Grenser of Kontinuitet

-Like for Kompleke tunksioner son for rece

Et kompletest tall Leren grease on (2) nar z

name sea to his set for an villarig 2)0 eksisterer

an 8x8 slike at

z esog 0212-2018 - 18(2)-21 > G

Da eksister winfc2) of emf(2)=L

Bundet: En fuksionger burdet pien mengeleshviscet fines of positive rest tall

Msrit at 19(2)). M for all z i s

Kontinvertige funksioner huis: Lim f(2) = f220)
2i 2 a

- his set for enter 230 fines on of 30 slip at 22S, 12-2018 - 1f(2) - f2207)>E

-> continvertig pien menge his Kontinvertig i all puter; mangler

Line Cargz)" = Lim1Argz= (himlerg)~ Fjembar diskortritet 1?)z020 &Zo

· lkke-fiembar diskonfivitet

↳ siden Argz alider reele

Koninvited on logariter



Kompleks derivasjon :

f-
' ( Zo ) =/ Cim fc2.t.dz) - fczo) → deriverbcerhvisgrenseneksistere.ir

sz → 0
-

D2

AZ → O Kan skie fra mange Kanter → broken over moi goi not sanne verdi fra

olle Kanter huis grenser Skee eksistere

f- : ¢ → cc deriverbar i Zo : Har Kun betyclning runelt punktet

→ detinisionsomreclettrengerile.be wore here Iet leomplekse plan , men et a-pert self U

Definision : U ≤ E er apes huis punietenepa
" Karsten

"

iklce er

enkceoeer.tk
Denverbarnet : Cl ≤ € ←pen ,

Zo C- ce f : ce → € Kalle s (Kompieces ) derivebar i Zo C- Cl huis :

↳
definitionsMengele

Lim fcz) - fc2.co) etrsisteoer .

2- Zo 2 -Zo

↳ beskriver stigningstallet

I komplevcst plan er boche input og output i alert leomplecese plan :

→ torrent visualisedng b r inner tale 4 plan .

→ linear approtesimos.jo- et en ti Incoming ,
men mangler meee into

→ fvnlesioner leaches D. d- f. zo
: he → € meal f- (2) = fczo ) t CZ - Zo ) - Sf , zo (2)

for alle 2 E U 0-8 If , z ,
er leontinweoeig.ci Zo

f.
' ( Zo ) : = If ,z• (Zo ) = him f-(2) - fc2.co) Kallas der KampCeleste cleriverte Cee f- i Zo

Z→ Zo 2 -Zo

→ Eks : f : cc → E Z- Z er ilelee derivebar i 20=0 (utile grease fra ucéle retiring)

0g ilene cleriverbcr i more •miracle .

Analeetisk funksion this fenksjonen er detinert 0g deriverbar i alee punnet E en Capen) Mengele

Le ≤ I open f : U → I cenaceetisie
. Cpd ce) huis fer (Kompieces) cleriverbcr i enhver Zo C- U

↳ clefinisjonsmengoler

→ anaceetisle i et punlet huis den er aleriverbcer E et cite comrade Mundt punktet + punletet .

Hee Centre) funksjon : analytiskoveralt.n-naceetisb.pe € . Dehnert poi hele lcomplelese plan.

Detinisionsmengceer er here alert teampieces- planet. Cstorste mwcig definitionsMengele)

Egenskaper :
° f cenalretisle =D f trontinwercicg
°

f- , g : U → CC cenaceetesk =D f- + g , f- g cenaceetisk

°

ceclceisionsregee , poooheletregel , divisions -gel og Kierneoegee for cleriverte holder .

°

pokemon : fi € → I , f- (2) = am 2m + am _, 2m
- '
+

. . .

+ a.
2
'
+ Go er en hee funksion

-

rasioneeee fenlesioner : f :& \ 5 → €
, f- (2) = {_ er cenaceetisk

↳ { ZEE / g- (2) -0} ↳ pokemon ?



Partiest deriverte:

Enviw wcxth,3)-2xxt as ze= liv ucx, 3th)
- 22xy is

Chain rule,

~ Ca = 11x14,334) dciraber for alle +=dw = cudx+oure

Mean value theorem:

u deriverbar funksion paper demengee wiR2

(injesegment [2,,2e] sonKobler Sammen z = (X, 31) til 22
= (x2,72) ligge frustendig ; w

=>Da eksister det etpunkt z = (x0, y) Pc [2, 22) slik at

ceCX2, 32) - 42x1, 31) = cx (2)(x2-x1) + 4y (2) (y2-31)

Derivasion an restonell funksion (?)

->fanaeytisk paontide M S-

2o E M gczs=SardistR22fz gandetishie

· f:4-Ker (Komplexs) deriverbar 2004 his det fines f (20) 24

-> stigning
->migiroskere not now ender linese furlesione

+(2) = f120) = 12-207 + 4(2)
-

kastterm linear map error term

m
linear approksinasion on fund 20

3E-4

=>

·fR"R"er (totalt) derivebar. (y) R" his det fines on matise [R** ogen map P:R=_M

mea for (3)) = fo(5)) + 3(75) - (*))) +4((5)
↳Linear approksinasion.* error them (migeresher not nuu ennon liness funnesioners

of de Jakobishe matisen

red (5) nor tower (as) ->de partiest deliverte

seJ G ↳

·to() =(vlish) or Carany-Riemann-Likningene titredsstime

Carchy - Riemann-Likningene
-> test for a angique on en komplets funksion or analetisk

-(2) = ((x,y) +iv(x,y) analytisk invade D huis og base this de forsteordens partiest derivate oppulle

ux = y Cy =- Vx
i hele D ux=y <denet or a medhersyn pix

f'Cx+ig) = (x(x,y) + ivx<x.4) En= fr a=-=
-'<x +ig) = Vy(x,y) - illy (x,2)



Kempleks eksponentialfunksjon

f(2) = 2XP2 = 2
= = ex (osy + isiny) 22 == 1+1 + +-...

->Potensrekke med konvergensradius v = exp(2)=
·

azazvil=oe=expa
R = 1

· For reel z(z = x) erden like derelle eksponential tunksonen

· Analytisk for alle z

·(e = 2
4

· 2<+w=e*eM =
e2-w-e eitt=-I

zi0 = cos8+ising = Eviers identitet - e
= exty = =xet = ex(cosy+ isin 3)

# ez= exig = exers
= exosy-isins)

z =
= (cos8+isinE) = reio ->121=/reit) 09 12) = r =D/eT0) = 1 arg?

- F

↳ cost of sine periodiskemed at it periodiskmeda (e'og eicoten) samme tall nar netall

=>Periodistet: 2
2+211K

= 22 - ikue injectiv

Trigonometriske of hyperbolske tunksjoner

cosz= = (e°2+ evi) sinz = o Leiz-ev2) (cosz = -sinz (cosh2)= sinhz

(sin2)=cos2 (sinn 2) = cosh2

-> potensrekie: cosz = "tilher sinceEller
n=c

·

even funksion: 7(2) = f (-2) cosc-2) = cos2 (even) cos(2+aN =cos2 cos2+) =-sinc

sin(-2)=-sinz (odd) sin(ztat) = sin2 sin(2+) = cosz·

oaeosioneffectit cost sins ="
tanns =sinne

I

cosz = cosxcoshy - isinX sinhy Icosz = cosex + sinh"y 3echz = cosh2

sin z = sindcoshy + icosxsinny
S Isin2) = sin'x+ sinhly 2Sch2

= sidnz

coth2= sesh2
cosh2 = 22+ 2- sinkz = ea-22

Cbllektiv)

Logaritmer 08 potenser
Likle injektivl

Naturig Cogaritme: In 2 -> invers ti) eksparentaltunksion W = (n2 -> eW = z bipektiv

2 reif wautiv ->eW=reia ex =r ->
n = 1nr eiL=218 -> V = it

e = 12 = 3+iV = Inr+ it

->principalvedi: (n2 = Inr+iArg2 Candevedia:In 2 = 142+ 2nxtil

Korpleks Loganitme:L0g2 = 1n 121 + [Argz
In (x.4) = 10x + Ing

(1nx)3 = ynx

↳n
analytiske overaut, bortset fra; z = 0 agnegativ dee or need akse

(lnz ('=-2
(a": a

? "

Komplekee potense: z = e
<>

->Principaladi: 2= 1
<Lr>

(a 2132: IaRiza

a
2 = &

2In a
(2= = 2=



Kompleks integrasion

Kurver, omrader of parametrisering

·Enkukan defineres son on grat or encontinuerci funtsjon y=f(x

ken strives parametrisk from red a centeryble x 0g y son funksioner or en variabelt (ever of

· En parametrisk form oven know even representation or human red at parmed likinge x = x (t) og y = yCt),

hort inneholder et set or reel tall, vanliguis; it what intervale [a, b). Never verdi or + bestemme et purkt

· (t) = (x1H),3CA) son folger Kura fra a tilb. Startpunkt= 5(a) · Slumpunkt = 5 (b)

·EnKurveer Locket Livis 5(a)= 5(b)

· Med Kokka= negativ. Mot Kokka - positiv

· Polagonale Linier 5 = (2,2...... 22) er unionen or Linje-segmenter [21, 2e), [22, 23], .... [2n.. 2n7

Deterenpunutuis linear Linizmed Startpuret 2, ogstutpurket In, og Kanha see-kusninger

Se

neste

· Korver/polygonal linger or ankle his den ikke krysser segselv (utate endepriktene) side

er Lucket his start - of sunpunkt or sammentalende (2.=2n)
for

↓
Paranetising

Enkeltsammenhengende omrade; omrade (D) how are endle, whlede kurwer bare onstutter punkter son or medi D

Fersammenhengende cmride or ikke envectsammenhengende (bar "huse")

Linjeintegral i det complete plan

· Kompleks parametrisent form aren kuive: [Ct =x (t) +cy(t), azt=b

-Graemed funksion or kempleks verdi og real variables/parameter t

· Integrater funksionen f(2) langs en integrasionsneic; det compleuse plan. Kamen I representeres red [Ct)=x (t) + iy (t)

skines son: f2dz For Innetbure: of(2)d2 (defineres wha Riemann-summer)

->

mapper ofte funksion fre kompleks definitionsmengle til komplets verdimengde

· Punktuis Kontinvertige Komplete tunksioner er, son reel, ogs Rieman integrebare:

r: [ab] -> a: rcesatrcila-i/incroe Recordsclose-starrate
a)(af(2) I b3(2)) dz = c)f(2) = b/gcz)

(f(2)dz = /.f 121 d2+Jethstdz

a

fctat I attat

<entetsitbeen not beokla: ofen



·Book an integrasionseien (path integral /contour integrall
-> Kan brokes palle Kontinvertige Komplekse funksions, bade analytiske og ikke

2ct) med a Itlb representerer integrasionsweien 2: (f(2)dz = af (2242'l) at
I'gir signingstall for real of imaginar all or f

5 epath over at Waket intervale [a, b)

3( frontinuerig complexseverai- funusion definest pargrater any Unjeintegraset: (f (rc) rict)ot
↓

C2 @2 =="f(5(+) s'll de
2. Uestent integrasion an analytiske tunksjoner

-> Brrues her integrater or kompleuse funksjoner ikke or arrangige an integrasionseien C, men bare endepuktene

Kalles varhengighet or vei og gielder altid for integrasion or analytiske kompletes funksjoner side concertise omradene

f(2) analytishI enkeltsammentengele omrade D integrant or (2) er varengig on vei iD

·Finnes en tunksion F(2) slip at FC2)=f(2) overact iD IF ontidervet or f iD)

· <enkune iD = integrant or f(2) langs - erken arhengig an endeprhtonetic. I = (, f (2) dz
carazotia: If12dz =Fc4dz = F(21 - F220)

· Integrated out over all linkede view or o

M1-vlikketen

=>Gir en sure begrensuing for absoluteverdien or et Kompletest interall

L langden or a & Refazsdz1ML lefizidz1 MecrMen Konstant slip at f(2) 1M overalt paC

Belengde:ds=115) =Ct)'+YH 'at = art) at

Parametisering
Parametristing as directe (intesegment: Parametrisering an sirkel/bue

[2, 22] -> f over Co, 17 definest an a over 21+1R

5Cz)
= (1-2) 2, + 522 01t2 ↓ (t)

=

=
i+= cost + isInt, 01t=24

initiest punkt 5(0) = 2, Terminest punt 5Ll
= 22 Initiest pubt: 2, Teminent purkt: aiR

Red Sentrn: WIt) = 20+Re it, 01t1 2T

Parametristing an polygonale view

2 = [2, 22, ..., 2n) 1-t32,++22 01t1l

-> Finner Likningent til (152, .... In 5Ct) = S"-t2zIEse 1 It 1 2

setter sammen. & It a 3

et: (1-+) 2MH+ + 2,



Conchies integralteorern

Greens teorern :

8 entree . Wicket path meal positive orienteering

to Pdx + Qdy = (2¥ - ?Éy)d×dyD innvenceig region tie is

Pcx, g) 0g Qc × , y ) (og ale forSte partied cleriverte)

• """""• "" """" ⇐ ☐ ⇒" } -4¥ """ "" """ """ """ '

"" "

Cceechysteorern for ankle www.cee paths

f ancelotti she fvnksion poi comrade U

U inneholceer entered leleleet path y t innverclig ↳ f- (2) dz = 0

f
'

leontinvereig pic U

Cauchy - Goursat teorerrr

er et Leleleet triangle innelnolcet e- region D

f- analyte-6 fonlesionpa D •%÷ᵈ} |, f- (2) dz = 0

2 betegner grensene or med positive orienteering

Caechys team for stieoneformeoee definisionsmengoler

konveks : Deemengcle V ou alert lcomplekse plan E hvor Iet for alle ce , b C- V fines } frchiuilker son heistC. l - t ) at tb C- V for alle t C- Co ,
I] pmwtiomr-oletle.es

der trcffe alee and re

( Ihnenolder alle Whewell Linie - segmenter med eenceepwnieter i mengceen
Ankle É omraiceet

9frcnoerfai punk to

Stienheforrnet : Deemengcle Violet lcomplekse plan I stiemeformet on zo i V huis for alle 2 C- N times:

( l - t ) Zo t tz E V for Celle C- c- [0,
I ]

( Ihnenolder alle Whewell Linie - segmenter son starter fra et fiksert punnet Zo 0g ender E et

vilkoircig punkt i mengceen )

couchus integralteorern forenkeetsammenhengencleomrcclef.cz) onaleytisle e Et enleeltscvnrnenheorgencle comrade D

Inneenoiceer en enweee-wcewee-pathyogdee-innveenceig.ee } §
,
g- (z) dz = O

f
'

leontinuereigpa D

I

Cceechces integrate0rem for feerscernmenhengenaee omrcicler

f- (2) cenaleetisk i et ever Annet omirccle D , son inneholcler D

D
,
innerolder ranclleurveore C , og Cz (Indre og Ytre randleerve til D) }
[

,

f- (2) dz = fczfcz ) dz [f-(2) dz = [f- (2) dz + (2) Iz

[ Zmdz = { Ziti noir n = 0 her C positive Oriental entree ,
celeleet path

0 ellers
som innerolder °



Carchys integralformer

f(2) analytisk; et enkeltsammenhengende arrade D

2 punkt i D 3 ofeczaitaitcoisworetCeren enker wiket kume is son omsletter 20

-> this fersammentingende omrade: ma deer oppemer C, son 4 (i fels(aog(y)

Derivasion an analytiske funksioner
-Komplete turksioner son or deriverbar in gang =Deksistenerale rite orders deriverte

f(2) analytisk; etorride D harden deserts an all ordener, og all or analytishe tunksjoner, D

Ceren expert, walt kune is son onsluter 20 og her hell site incere inventor D
&

Verdier or den derivete; purktet Zo

- '<20) = wh 422ce dz

(Integrasion not beokbal

-"(20)
=9.9 sites as
·

f (20) = ye of secundz

Carchys clichet

-

Derivasion an analytiske funkestoner bombinert med ML-likketer

& = 1,2, . .

fixanalytisk paogimentor sirbelen (dista) 12-20) = 5 f/4 (20) In! we r > C

der (2) [M pasirkeen

Liouvilles theorem

f(z) analytisk overact of begrenset absolverdi =xf(2) bonstant

Maximum of minimum-prinsipp:

En analytisk tunksjon bar engiennousnitsverdi Car f over en sirve is med setun;2)

totaldistoriesanencouplesmusionfat at ricz+yers a



Komplekse folger og rekker

Folger og rakke or compleuse tall

En folge[an3 =

- Konverger tiet Kompletest tale ((her grease (nir n germot b):

Liman = L huisdet for enter 270 eksisters en integer Vslik at Can-11<2 for entre n1N
M -> N

* divergener eller s

*

En vendelig Kompleks rekke an huor sans even vendering reale as komplease tall
2 -o

->

conragere til et Komplexest tale = an his him Sn =S

->

orangerer celers

Eager og rekker or funksjoner

·

EntuuksionforconvergeraoDueattovenetnksiontwishim
to

see-fc2)foreverireconverges punntuis pineto

Enfolda touksioner, stubee,KonzesreunitmotifintenantwinsforifChrisInternetreconsterme pa
mengler

*

·Encompletes weakened
an erabsolvtkonvergent his reseelan) or Konvergent

Weierstrass M-text

Sunseen folge on sunksioner; endemengde Ear 4, og [Mn3pken folge on then slip at for allen, sier:

lunc2stMe
force a 3

sibonvergee,un unitaunt of absolute paE

x -ze term test for divergens

2
*

Toanconvergentofhimaneverin an eksistener inte (pDeriverbar
-

Sammalikingstest, absolvt konvergens
an kompletes tall, by reest tall In

-

as ⑧

I and Ibn for ace I no S =>an absolut Konragent
*

=.

bn Konvergent

Konnages for absolute nonvagente relate to blankn =>an convergener

Forkoldstest

an inke-nuu kemplest tale 1: him
anda

↑

an Konvergera absolute his (<1
n=c

divergene hvis L) I

vgyldig huis L= I

Rot-test
*

an konplekst tall
=.

an Korrages absolute his (<1

↳= himlan1 divergee huis (>1

vgyldig huis L= 1



Datensrekker

Kempleks potensrelle:oan(2-20)= aotal2-20) + acC2-20+ ... an (2-207

hvor 2 even Kompleks variable, 20 eret finsert Kompleks tall Kalt sentrum,

an er Konstanter, complease tall halt koefficienter

·For 2720 Kan rekka konvegere ever divergere

=> Konvergeeri z = 2, (#20) =Konvergerer for all - neermere 20 enn 2 12-201 <12.-201

- Divergese; 2=zc divergener for all z longe weak frazo end 22 12-201) 122-201

12-201 (R Kales disk on Konvergens

12-20) = R Kalles Konvergenssirkel ·Danactis

Konvergensradius
-> Unik for en potensreke (tinmes kun en)

-> Rer det start tallet slik at potensrekla konvegere for alle z i open sirkeskine medradius Rog Sentumi 2o

au + 1

↳= Lim an
- 1*8 = Konvergensradiuse er:R = T 2 = 0 = R = N

L
Forboldstesten

Carchy-Hadamand
·wity

= Limsup "lan) Co,x) v383 f=x b = 0

1- N

Konvagens for potensrekle:

· Konvegeer bare; 2 = 20 ·R = 0

· Konvergee: hell det komplekse plan R = x (for ale z og unitoint peace wilede disker 12-201 =r)

·

Konvergeer inventor sirkel red sentumi 20: OCR <-> Konvergee absolute: 12-201 <R

->
divergener 12-201) R

-

Konnegere uniformpiwkket disk 12-2015 for r<R

-> Enter analytisk funksion Kan Utmunes son en potenstekke harden or begrenset

tile disk son times I definitionsomradet for "analytish-het"
-Enhrer potensrebkeer analytisk paders aphe konvergens-disk

*

·f ="an(2-20," erkomplekst deriverber med fz) = ann12-20nt
n=D

-
->feksisters overact oger en potensible med samme disk an konvergens

↳analytisk

8"---



Taylorrelator

→ Huis en funksjon er aenoleetisk i en disk meal sentrum i Zo
,
sci hardener Taylor - representasjon i dishes

no

f- (z) = f-
"> ( Zo ) (z -2)

n
Iz - Z - I < R

n= o n !

-

taylor - koeffisient

= En potensreb.be der an =
f-
") ( %)

meal sentrum i 2 ◦
n !

Maclaurin - retake : Taylor - retake hair Zo = 0

singerCert puneet : this f-Cx) Elche er analysisKi et punkt , men overact rundt dettepunktet

"

et cite hull i det anaceetislce omrciclet til fcz)
"

Geometrisk retake

✗
ten - I

s = a - kn Sn =
a,

. K - i k < - I → Kn
"→ ✗

☐ no Clive rgerer
n = 0

→ kn
n - •

D XK > I divergerer

no

2-
n = Itz for 121<1 D Divergeoer for 121 ≥ I

n=O

no

n=◦(- 1)^5
"
= ¥8 151<1



Laurent - trekker

→ Relelcerepresentasion for fcz) Somer gylclig tenge velelefra sentoum enn der nceorneste singular
'

tenter

KorverGers

↳ Kan broke s huis det •gsd fines punter der fcz) ilelee er cenaceetishe

MM •

→ liknencle Taylorretake son innehoieeer bake positive 0cg negative potenser or (2-20) !¥iM¥.→ konvergererietringomrc.de Canneries ) huor f- (2) er anacretisk meal sentnm c- Zo

&
→ Unite for en funksion i et gift ringomréolet anawetis.ie pd {ZEE / Rz < 12 - Zo I < Ri } bad

Anacytisk
?

Fcenaleytisk i et ring@miracle cannons , Ar , , rzczo)) meal sentrunn i Zo ,
0 ≤ R

,
< Ra ≤ ✗

,
Sai Kan f- (2) represented or en Laeerentrelelee :

no no

f- (2) =
n⇒

An ( z - Zo)
" +

bn
=
Got a, ( Z

- Zo ) + Az ( z - zo 2) + . - .

t b ,
hvor bn = G - n R

, < I 2- 201 < R2
n = , (2-20) ^

( z - z , )
+

b≥

(Z - zo)
+ - ^ .

konvergensprinsip.ae
cleeen

X - x

f- (z) =
P

n = , •

An (2-20)
"

=

n= ,

an (2-20)
" t

n = , ,

An (2-20)
"

med Konvergensradius R , 0g Rz C- Co
,
no] R2

-

n,

,, , , , ,
, ,

,

,?÷bn"→# °

n= ,

G
- n (2-0)

- n

↳
Konvergeoer obsolete for alle z i AR , ,Rz (Zo)

↳
konvergerer wniformtpaenhver telenet annulus

f- (2) /

c ( Z - Zo )
nt '
d≥

b n = 2#[ § f- (2) ( 2- zojnt ' dzkoetfisientene i retaken er gitt wed : an = Ziti /

↳
Integration not leeoleleavoncet en Levet Kurve C i ringomrdcletruncltz.co

Muligeutfale :

° Punletert disk meal Zo fieonet : noir R ,
=

og R2 < no

°

Punleteot plan med 20 freenet : noir R
,
= 0

og Ra = no } telles som annuluser

°

Plan med en disk sentient i Zo kutlet Ut ou den : noir 0 < R , og R2 = X

o
o
Kan often gienkienne et book - whenlek i en funksion son een sum or en geometn.sk retake og broke Clete for a- fine

en Laurent - revue for funksioren

Deoivasion og integration or Laurent - oececcer :

→ Karr derives ether Entegreoes lead - for - tedd Sai mange ganger wi wit i Annulusen

↳
Siders there lead i relelea an (2-20)

"
er onaceetisle pas annulusen og related konvergerer uniform pas alle del - cenecleser

✗ no na -n
no dz

f.
'
(2) =

n =,

n an Cz - Zo)
^ - l
-

n = ,
(2-20)^+1 [ f '

( z) dz =

°

n=◦

An [(Z - Zo) ^ dz +

n = ,

A - n [ ( z - Zo ) n

✗
• ✗

Cauchy product :
n=•

Cn er proaeeletet or an og bn
n -0 a -0

Calle ceaeceere-mvll-pliser-medhverance.ve)



Singulariteter, poler of nullpunkt

·

Nulpurkt: punkter dear funksionsverdien or nuc

f(2)=(2-20159(2) der Zoernupunkte, mer ordener of geron anaeytish funlsion definet; it nabolag

an 20 slid at 922) FO

· m = 1: expect nusprukt

· isolert numpunkt: nebolag it harken 20 soneneste nulprukt art i pabolaget

· Singularized singularpunkt: et punkt hvor f(2) ikke or analytish, men eranalytish; puture ambing singulariteter

↳on "negative" delen

Singulariteter classifiers etern prinsipaldeer on Laurentrekken:

-> Ennner analytisk funnesion can shrines son en Louentrate 712 = "an(2-20'+ br

M =C n =1
/2-20) a

-

principaldesen

· Hevbar singularites: Prinsipaldel like 0.

Limf(2) exsistent meden enceeig verdi
&I a

- Kan fiemes red given verdi fil funksjonen f(2)izo. (Redefineres is able analytish new red a sette f12c=lm72 is

- XK <0:a = 0

· Pol: prinspalverdien has et endeling antall lead.

him If (2) I = x f22L=c3Cam
-

epols orden or gite an espoenter; det siste leddet I summer (km 10, on 10 for all n 1m =>order m

-grate or Iftoker til nor vi gar mot [a

-pases orden or fit evetivert son ordena nuvant red z=2.(?) negative potese?

-> ING3+1,.2....3 PKCN ax=0 og an o
a)

·

resentlig: principalese har rendeling antale lead S
-verken herbar eller en pol

fin = ==(T2tEtest...
-

-> ENG 3-1-2. ... 3 7K IN an*O
*
Prinsipordeen Likue veneering

startnegative potens = 3 m =3

#(2) = ahm = sts - te

Schwartz's Lemma

fanautism paper envetsdisk B,C0 nes cosftar verdier idea lokkede enhetsceisken B, 10) If (2712121 for all 121< )

↳ tilfredsstiller If (2)11) for alle 12K) of If '0711



Residyer

Cen enker, waket burne S fasthowonLaurentresueCienannuus
wesee

F(2) how ensingularites; to inventor (
br

-

prinsipaldel

huor koefficientenb, er site red integraet: b = ch4f22@2 - 6)f12)dz = GTib,

↳ Kan fine b, red a foeks to utgangspunkt i kients reaker *

red fine b, Kcanv demned regent integralet

b, Karles residyet til f(2);2o b = ResfL2) ever Res(f, 20)

->residen or "ballen" mndt singularitten
M

Den forste negative verdieni Lauentnekka?

(b,-leddett

The metader for a fine by nar zoerenpoe:

·

Resf(2) = b, = lim1z-20) 7(2) (for ordens poleis

· f (z)=YCE Resf(2) = Res PC2 = P22 (for eorders pole

·

Res f(2 = b, = cm'l!hm Sam (-zufcs)) (torpoler annoyer order

Carchys Residetheorem

f(z) analytisk paog inventor enenkel, what Kuowe C, S 6)f2zdz= 2+2Esf(2)
unutate et enduring antall punkter 2,122, ... 22 inventor (

Chair concopes not blowbal



Beoegning on reeve integral veal hielpar kompiekse integral

Bestemte integraler an trigonometrictee funksioner

22T

◦
/ FCCOS ⊖

,
sin -0) d⊖ hvor FCCOSQ , sin ⊖ ) er en rcesionae funks ion au cos ⊖ 08 Sin ⊖ meal meeeee koeffisienter

0g hvor neeneoen Elche forsvinner pain intervaleet [0,21T]

→ Vil transformere det bestemte integralet til Kurveintegral som Kan eealeeres real reside - teorem

cos -0 = 2-Ceio + e- %-) sin ⊖ = ¥(ei⊖ - e-
i -0 )

red E Sette z = e
i-0 Kan ui gi re alert on tic en rcesional funksion Cee 2

Ellerson ⊖ vcerierer i intervaleet CO ,
21T ] , folger 2 _=ei° entrel-ssirkeeenc.CO) (positive)

↳ Integrasionen or ⊖ fra O ti 21T Eilsvarer integrasjonen an 2 Rindt enhetssirkeler i komplekst plan
→ Broker residyteoremet til ei finne verdier til Entegraeet .

e-
"⊖

= ¥ = € - i %ˢ=d⊖

Uegentcig integral son involveoer rasjonale - , eksponential-og-rigonometriskefunks.ioher

x

T / PCZ)
-✗

f- (X ) DX hvor f- CX) er en nasjonal funksjon ,

, ,

(z)
dz hvor grader til neeneren er minst to

tsoceeoe enn grader til teeeeren . Cog ingen reelle router i nevneoen ? )
ay

i
1) Lag leompleks funks ion f- (z) veal I beetle Ut × meal Z E f-Cx)

-R
>

R

×
>

2) Ta wtgcengspunlet c- det komplecese Linie integrated §
,
f- (2) dz Cc wicket hcelvsirkel med radius

3) Linieintegraeet : sum or integral Langs reehealese free - R til R R i clhtkomplele.se plan )

0g Cénieintegrolet runcet den Lavonne delen or C

MEI : Reside teorennet :
R

Kfc2) dz = Is f- (2) dz +
-r
/ fax] dx = 2iTE Res f-(2)

¥Éesidyer i polene innerfor C

4) La Rgd not uendelioy. Broker ML - wcittseten til a- vise at :

s
/ f- (2) dz = 0 Clengcler an S )

- •
( C✗ ) DX = 2itE Res f-(2) alle potence

Im >◦ a.⇒j

'

Voe hahplan wit ligge innenfor C

5) Konkleclever meal at
. . .

? hvor summer er over residueene i alle poler i care howplan

T
-✗

f- (x ) DX hvor f- CX) er en eksponentiolfenksion ,
- ✗

/
°

ebx + c
d×

,
hvor 0 < a < b

,
c > 0

Neerneren forswimmer Ilene , Siders c) 0 og e
b-×

> 0
.

Sider a> beer integrated Konwergent nor + no

@
•×

Integrands er bwnolet or C
, og deemed er den ogsai Entegrerbar not - no

→ for a eeceleeoe integral- son involucre elesponenticelfunlesiorer broke ui reletcengelceoe Kerner

1) Definer en Concerti she ] Leonpieces fonlesion weed beetle ut × meal z ,
eller × med et . Finn- poiene ?

2) Velay [ntegrasjonskurven. Ekspanceeoer i × - alesen for a Clerke hehe × -aksen , men for d onngoiuenclelig

n Y

mange poler pd y-aksenekspanclereruiik.ve Korver pd care HalepKen C ? ) 812 = [ 8, izz . 83,24 ]

- Rt pot ? 83 Rt pot ?Broker retnlcengelcer Kune JR ,
son inneholcle 8 , , 22 , 830g 84 <

84 ✓ • ^ 82

3) Bruner resiceyteoreonet
-É ° Z

, R

>
✗

4) Vise at entegraeenepa-vertib.ae side gdr not 0 nor R → no

Broker ML- uciktreten for path - integrals

5) Lager Chet 0nsKeele integralet

/
°

/ BG)
-✗

f- (x ) DX hvor fcx] er en nasional funksjon med trigonometric@ verdier qcx) Coscax) DX
- ✗

✗
→ metoeeen er Cik forage

→ Husk : coscax) = Recent
-× )

,
Sincbx) = In Ceib ×) f pcx)

9-Cx) Sin Cax) DX
- ✗



Fourier

Argumentprinsippet

Counting teorern

Central
, wicket, positive oriented path (teller cental muller E en analyte.sk funksion i en path )

r region inheritor C
-1} µ ,, , = am

. 1 f.
( z)

f- analyte.sk innerfor og poi C og ilelce - forsvinnena.ee a f- (2) dz

NC f) cental null au f inni R (feet c-ft . multiplisitet)

Meromorfisk Counting
- teorern

Central
, wicket, positive oriented path N (f) og Pcf) er encleeige 0g :

r region inheritor C
I

Ncf) - P(f) = 2,,- [ f
f

"
<2) dz

fmeromorfisup.s.oganaeyeisuogiuue-forsuinnexeep.ec | cfcz,

NC f) cental null au f inni R (feet c-ft . multiplies itet)

Pcf] ontall poler ar f inni I (tell c-ft . multiplisitet)

Argument - principle

1
Ziti /

f
'

(2)

c f- (2) dz keen bli Sete pd som endring i argument ellerson man beveger Seg remelt bilcleeeier f- [ c].

f- cenaeeytiskogiklee-forsvinnenclep.ci et enleeetsaemmennengencle omrdcle I

⇒ eksi steerer en cenaleytisk green or cogceritmen , cog f- = In / f- I + target ,
shik at alle f E r :

d

dz
609 f- (2) =

f ' ( z)

f- (2)

2¥ [
F'Ca )

f- (2) dz
= 2¥ C Arg f



Fourier - rocker

→
Egner Seg til a represented periocliske funksioner.

f-CX) = f- ( ✗ + n - p) hvor n = 1. 2,3 ,
. . .

, p = pericles til f-Cx)

Fourier - releka til f-Cx ) med period p= 2L
:

Like fenksion ( cos) meat p = 2L :

L + bn sin
^

)
n= ,

Ken cos
MAX

f-Cx) = a . +
✗

n= ,

an cos

^

I

☐ ◦ = 2L (¥c×jd×
fcx) = ao +

✗

- L

a. =L
◦

( { ( ×)d× an = {
◦

tacos n+×L DX

I MITX

an = L f
'

- ,

fcx) DX COS L DX

Odell funksion (sin ) meal p = 2L :

MTX

bn = { / 4-G) dx sin 2 elx
- L MIX

f- (x) =
°

n= ,

bn sin L

2 nitx

bn = Leftfcx) sin L DX

/

Fra boka :

21T
no

this fer kontinleereieycleriverbarpa Entervallet [0,21T] : Cn = ¥/ f- ( t ) e- intact → fct) =
n⇒

cne.int

1
21T no

Fourier - koeffisient : Icn) = 21T
◦

/ f- ( t ) e - int alt Fourier - retake : Sfcx) - ficn) e. int
n = - x

=
2¥ f

't

→

fcx) ( cosnx + isinnx ) DX

↳ N
'te partible sum an Fourier - rebeca til f- : Snfcx) =

"

j = - n
£Cj ) @ ijx

Sf konvergeoer til f- i ✗ huis SN fcx) D fcx)

21T 21T
N I I N

↳ Person fer poi former : f- CX) =
, -
wage

ᵗ
→ 21T

,

/ f- (t ) e- intact = 21T
g. = - wajo

/ e'4-→ tell
/

21T

j = n =D an = 21T of f- ( t) e
- int

alt

21T

Bessel's ulikhet : f-
2

integrerbar :

~

In
2

≤ of fct)
2

It
n = - N

21T
sin (Nta)t

Dirichlet - Kiernan : f- integrerbar : Snfcx) = 2¥
◦

/Dncx - t) fct) It hvor Duct = sin It

fintegrerbar pd intervaleet C-IT , IT] :

Fourier - Koeffisientene :

1 I f
't

Clo = 21T /
"

f- G) DX an = IT
_,

fcx)C0Sn✗d✗ n ≥ ,
-IT

r

IT

1
bn = a- f-G) sin nxclx

,
n ≥ I

21T

I •
- I'

f- (x ) = × : an = 21T
◦

(te _ "" + It → an =
- ith →

n= - •

in @
int

f- (x) = 1×1 :



Fourierintegral
→ T-unks.iomen ME wore kontinueoeig og deoiverboer

→ En fourierretake bcir tic et integral her L Cp = 22) gor not uenceeeig

✗

1) fcx) =
◦

/ Acw> cos cex + Bcwjsinwx die Komplekst :

I
•

I

fcx) = 21T /%
°

2) Acw) = IT
_

↓ fcv) cos Wu de
- ✗

_ •

f-Cuse
"""-↳

dvdw

I

3) Bcw] = * /
°

- ✗

fcv) Sin Wu du Ctlusk : eit = cost + is int)

° Like funksion → cosinesintegral ( BCW) = 0) :

no

f- CX) = of ACW) cos eex die ACW) = ¥
,

/ Fcu) cos Wu du Odile . oclcle = like

like - like = oclcle

odder like = Odell

° Odale funkSion → sinus integral : (ACW) = 0 ) :

fcx) = ( Focus sin wx du BCW) = IT
,

/
✗

f-(v) sin wvclv
0

→ Derivation or en Fourier - revue :
cleverer lead for lead.

Fourier - transformation

1
Fourier transformation : § (w ) = F { f- (x ) } = 2% /f%) e-"• ✗ clx clersom f-⇔ trinnvis Kort

.

- no

, } og entegrerbarfra - y ti , 4

In vers Fouriertransformation : f- Cx) = F-
' { Icw) } = 21!-%w)eiw×dw

no

Fourier cosinustrcensformasion : Éccw) = Fc { f-Cx) } = ¥
,

/fcx) coswxdx

invers : f- Cx) = Fit { ficus ] = ¥
,

/ (w) coswxdw

deriveot : Fc { f- '(x) } = w Fs { f-Cx) } - ¥ f-Co) Fc {c-
"
Cx) } =

- w2Fc{fcxj } - ¥+40)
no

Fourier sinus transformerSion : f) (w ) = Fs { f-Cx) } = ¥
,

/fcx) sin wxdx
no

inverse : f- Cx) = Fs
_ ' { f) Cw) ] = ¥

,

/Is (w) sin wxdw

derivert : Fs { f- ' Cx) } =
- w Fo { f- Cx) } Fs { f- " Cx) ) = - WZFS { fcx) } + ¥ wfco)

F- { f- ' (x) } = iwfcw)

F{ f-" (x) ) = -w2f^Cw)



Vaomelikningen

JU = C2 2 2d

2€ 2×2

B lgelikningen

226

2£ 2
=
c
2
2 24

2×2

Harmoniske funksjoner 0cg anvendeese (Laplace )

→ Harmonist funksjon : En real-valued funksion u def inert poi en open delMengele Ri det

Komplekse planet son hour kontinuercig particle deoiverte an fexrste og Andre grad , og tilfredsstiller :

224 224

Laplace hitching : =
2×2

+
242 = 0 for alee CX , g) i 52

→ De reeve og imagined delete or cenaleetiskefeenksionereletinertpddp.me Mengele er hormone'sLee

Konjugent gradient
=

cex - Uig Kohles koniugat gradient Cee ce for harmonist funksion ce por

Harmonist koniugert

Ver harmonist Koniugert or ce huis de et harmonise funksjoiner son tilfredssticeer Cauchy -Riemann

pai en a-pen Mengele R → f- = let iv er analeetisk in

Middelverdi og mates - 1min prinsipp

Gauss '

middeevercli - egensleap

le harmonist funksion poi comrade 5h
,

21T

2 er in } cecz) = 21T
,

/ cecz + re it ) It

Den www.oleclisleen Br (2) ( r > 0) er in

Maximum og minimum model - prinsipp

U harmonise fonksjon PÉ omroicle I
→ ce er Konstantin

u hor et mateSimon eller minimum in


