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[bookmark: _Toc101304204]Begreper, definisjoner og tolkninger
[bookmark: _Toc101304205]Deskriptiv statistikk

[bookmark: _Toc101304206]Gjennomsnitt: Om har et datasett av størrelse𝑛n, (𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛) så er gjennomsnitt definert ved
[image: ]

[bookmark: _Toc101304207]Median: Om vi sorterer dataene i stigende rekkefølge, så er medianen den midterste observasjonen (dersom 𝑛n er odde), evt gjennomsnittet av de to midterste observasjonene dersom 𝑛n like.
For 𝑛n odde:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
For 𝑛n like:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
[bookmark: _Toc101304208]Empirisk varians:
[image: Et bilde som inneholder tekst, klokke

Automatisk generert beskrivelse]

[bookmark: _Toc101304209]Empirisk standardavvik:
[image: ]

[bookmark: _Toc101304210]Empiriske kvantiler: Den observasjonen som er slik at en gitt andel 𝛼α av dataene er mindre enn enn denne verdien:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Merk at for n odde er 0.5-kvantilen lik medianen: [image: ]

[bookmark: _Toc101304211]Kvartildifferanse (Inter quantil range, IQR) Avstanden mellom 25%- og 75%-kvantilene. 
IQR(𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛)=𝑞(0.75)−𝑞(0.25)IQR(x1,x2,…,xn)=q(0.75)−q(0.25)
Minimum: Den minste observerte verdien:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]

Maksimum: Den største observerte verdien:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]





[bookmark: _Toc101304212]Hendelser og sannsynlighet
[bookmark: _Toc101304213]Stokastisk forsøk, utfallsrom, hendelser og venndiagram
Definisjon: Et stokastisk forsøk er et forsøk der resultatet er underlagt tilfeldigheter. Et mulig resultat i et stokastisk forsøk kalles et enkeltutfall eller utfall. Mengden av alle mulige enkeltutfall i et stokastisk forsøk kalles vi utfallsrom.
Notasjon: Enkeltutfall betegnes gjerne med bokstaven 𝑒e. Hvis vi trenger notasjon for flere enkeltutfall brukes ofte 𝑒1,𝑒2,𝑒3 osv. Utfallsrommet til et stokastisk forsøk betegner vi gjerne med 𝑆.
Kommentar: Et utfallsrom 𝑆 kan ha endelig mange elementer, tellbart uendelig mange elementer eller ikke-tellbart uendelig mange elementer. Typiske utfallsrom med tellbart uendelig mange elementer er {1,2, 3, ...} og {0,1, 2, 3, …}. Typiske utfallsrom med ikke-tellbart uendelig mange elementer er et intervall på tallinja og hele 𝑅.
Definisjon: En hendelse er en delmengde av utfallsommet.
Notasjon: Vi benytter som oftest store bokstaver tidlig i alfabetet til å betegne hendelser, for eksempel 𝐴, 𝐵, 𝐶 osv.
Vi har tre operasjoner som opererer på hendelser. Disse er union, snitt og komplement.
· Snittet av to hendelser 𝐴⊆𝑆 og 𝐵⊆𝑆 er hendelsen som inneholder alle utfall som er i både 𝐴 og 𝐵. Snittet av 𝐴 og 𝐵 betegner vi med 𝐴∩𝐵 og snitt kan da matematisk defineres som
[image: ]
· Unionen av to hendelser 𝐴⊆𝑆 og 𝐵⊆𝑆 er hendelsen som inneholder alle utfall som er i 𝐴 eller i 𝐵, eller i både 𝐴 og 𝐵. Unionen av 𝐴 og 𝐵 betegner vi med 𝐴∪𝐵 og union kan da matematisk defineres som
[image: ]
· Komplementet til en hendelse 𝐴⊆𝑆 er hendelsen som inneholder alle utfall i 𝑆 som ikke er i 𝐴. Komplementet til 𝐴 betegner vi med 𝐴′ eller 𝐴𝐶. Benytter vi førstnevnte notasjon kan komplement matematisk defineres som
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
For å illustrere hendelser og operasjoner på hendelser er det vanlig å benytte venndiagram. I de følgende tre venndiagrammene er henholdsvis 𝐴∩𝐵, 𝐴∪𝐵 og 𝐴′ markert med rødt.
[image: ]
To hendelser 𝐴 og 𝐵 sies å være disjunkte dersom 𝑎∩𝐵=∅. I et venndiagram vil to disjunkte hendelser ikke overlappe, som i dette venndiagrammet.
[image: ]
[bookmark: _Toc101304214]Sannsynlighet
Definisjon: Et sannsynlighetsmål 𝑃P på et utfallsrom 𝑆S er en reell funksjon definert på hendelser i 𝑆S slik at
1. 0≤𝑃(𝐴)≤1for alle hendelser 𝐴⊆𝑆,
2. 𝑃(𝑆)=1, og
3. dersom 𝐴1, 𝐴2,… er parvis disjunkte hendelser (dvs 𝐴𝑖∩𝐴𝑗=∅ for alle 𝑖≠𝑗) så er
[image: ]
[bookmark: _Toc101304215]Uniform sannsynlighetsmodell
Definisjon: Vi sier at vi har en uniform sannsynlighetsmodell hvis
1. antall elementer i utfallsrommet er endelig, 𝑆={𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑚}, og
2. sannsynligheten for alle hendelser som kun inneholder et enkeltutfall er like, dvs
[image: ]
Teorem: I en uniform sannsynlighetsmodell har vi for enhver hendelse 𝐴⊆𝑆 at[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]

[bookmark: _Toc101304216]Betinget sannsynlighet
Definisjon: La 𝐴 og 𝐵 være to hendelser i et utfallsrom 𝑆 og anta at 𝑃(𝐴)>0. Den betingede sannsynligheten for 𝐵 gitt 𝐴 er da
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Tolkning: Betinget sannsynlighet er sannsynlighet under tilleggsinformasjon. 𝑃(𝐵|𝐴) er sannsynligheten for at hendelsen 𝐵 dersom vi allerede vet at hendelsen 𝐴 har skjedd. Tilleggsinformasjonen vi får er altså at hendelsen 𝐴har skjedd, og det kan naturlig nok endre sannsynligheten for hendelsen 𝐵.

[bookmark: _Toc101304217]Uavhengige hendelser
Definisjon: To hendelser 𝐴A og 𝐵B er uavhengige dersom
[image: Et bilde som inneholder tekst, møbler, sete

Automatisk generert beskrivelse]
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
[bookmark: _Toc101304218]Stokastiske variabler og fordelinger
[bookmark: _Toc101304219]Stokastisk variabel
Definisjon: En stokastisk variabel er en funksjon fra et utfallsrom til den reelle tallinja. 

Notasjon: En stokastisk variabel betegnes gjerne med en stor bokstav i slutten av det engelske alfabetet, og de mest brukte bokstavene er 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑈 og 𝑉. For en stokastisk variabel 𝑋 som er definert fra et stokastisk forsøk med utfallsrom 𝑆 kan man dermed skrive
[image: ] eller[image: ]
[bookmark: _Toc101304220]Punktsannsynlighet
En stokastisk variabel som kun kan ta diskrete verdier på tallinja kalles en diskret stokastisk variabel. Punktsannsynligheten 𝑓(𝑥) for en diskret stokastisk variabel 𝑋 er gitt som 
𝑓(𝑥)=𝑃(𝑋=𝑥)
Notasjon: I uttrykket over betegner stor 𝑋 en stokastisk variabel, mens liten 𝑥x angir en mulig verdi for den stokastiske variabelen. Liten 𝑥 er altså en vanlig matematisk variabel slik man er vant med fra matematikk.
Notasjon: Det benyttes ulike notasjoner for punktsannsynligheten for en diskret stokastisk variabel 𝑋. De to mest vanlige er 𝑓(𝑥)=𝑃(𝑋=𝑥), som benyttes på denne siden, og 𝑓𝑋(𝑥)=𝑃(𝑋=𝑥). I notasjonen 𝑓𝑋(𝑥) minner indeksen 𝑋 oss på at dette er punktsannsynligheten for den stokastiske variabelen 𝑋. I situasjoner hvor vi har flere stokastiske variabler kan det være nyttig å bruke en slik notasjon for å holde punktsannsynlighetene for de ulike stokastiske variablene fra hverandre.

Egenskaper: En punktsannsynlighet 𝑓(𝑥) for en diskret stokastisk variabel 𝑋 vil alltid ha følgende egenskaper:
1. 𝑓(𝑥)≥0
2. ∑𝑥𝑓(𝑥)=1
3. 𝑓(𝑥)=𝑃(𝑋=𝑥)
Kommentar: Alle hendelser som kan spesifiseres ved den diskrete stokastiske variabelen 𝑋 kan beregnes fra punktsannsynligheten 𝑓(𝑥). Vi har for eksempel at 

[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
der summen er over alle verdier som 𝑋 kan ta som er mindre enn eller lik tallet 𝑥.

[bookmark: _Toc101304221]Sannsynlighetstetthet
En stokastisk variabel som kan ta alle verdier i et intervall på tallinja eller alle verdier på hele tallinja sies å være en kontinuerlig stokastisk variabel. Sannsynlighetstettheten 𝑓(𝑥) for en kontinuerlig stokastisk variabel 𝑋 er gitt ved at
[image: Et bilde som inneholder tekst, klokke, måler

Automatisk generert beskrivelse]
Notasjon: Merk at samme notasjon 𝑓(𝑥) benyttes om punktsannsynligheten for en diskret stokastisk variabel som for sannsynlighetstettheten for en kontinuerlig stokastisk variabel. En fordel med å benytte samme notasjon for disse to størrelsene er at mange regneregler for punktsannsynlighet og sannsynlighetstettheter da vil se like ut.
Egenskaper: En sannsynlighetstetthet 𝑓(𝑥) for en kontinuerlig stokastisk variabel 𝑋 vil alltid ha følgende egenskaper:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Kommentar: En sannsynlighetstetthet 𝑓(𝑥) er ikke en sannsynlighet. Følgelig er det ikke noe krav om at 𝑓(𝑥) skal være mindre eller lik en.

Kommentar: Alle hendelser som kan spesifiseres ved den kontinuerlige stokastiske variabelen 𝑋 kan beregnes fra sannsynlighetstettheten 𝑓(𝑥). Vi har for eksempel at
[image: Et bilde som inneholder tekst, klokke

Automatisk generert beskrivelse]
Kommentar: For en kontinuerlig stokastisk variabel 𝑋 vil sannsynligheten for at 𝑋 tar en bestemt verdi 𝑥 alltid være lik null,
𝑃(𝑋=𝑥) = 0.
Dette betyr spesielt at man for en kontinuerlig stokastisk variabel 𝑋 alltid vil ha at 
𝑃(𝑎<𝑋≤𝑏)=𝑃(𝑎<𝑋<𝑏)=𝑃(𝑎≤𝑋<𝑏)=𝑃(𝑎≤𝑋≤𝑏).

[bookmark: _Toc101304222]Kumulativ fordeling
Kumulativ fordeling 𝐹(𝑥) for en (diskret eller kontinuerlig) stokastisk variabel 𝑋 er gitt ved
𝐹(𝑥)=𝑃(𝑋≤𝑥).
Kommentar: 𝐹(𝑥) er en sannsynlighet og dermed må vi alltid ha at 0≤𝐹(𝑥)≤1. Dessuten vil en kumulativ fordeling 𝐹(𝑥) alltid være en voksende funksjon av 𝑥.
For både diskrete og kontinuerlige stokastiske variabler har vi at 𝐹(𝑥) er en voksende funksjon og at
lim𝑥→−∞𝐹(𝑥)=0       og       lim𝑥→∞𝐹(𝑥)=1.
Kommentar: For en diskret stokastisk variabel 𝑋 er det en en-til-en sammenheng mellom kumulativ fordeling 𝐹(𝑥) og punktsannsynlighet 𝑓(𝑥). Hvis de mulige verdier for 𝑋 er 0,1,2,… har vi at 
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
For en kontinuerlig stokastisk variabel 𝑋 er det tilsvarende en en-til-en sammenheng mellom kumulativ fordeling 𝐹(𝑥) og sannsynlighetstetthet 𝑓(𝑥), og denne er gitt ved at
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]

[bookmark: _Toc101304223]Simultan sannsynlighetsfordeling
Hvis vi har to eller flere stokastiske variabler trenger vi deres simultane (eller samtidige) sannsynsynlighetsfordeling for å beskrive deres egenskaper. Hvis vi har to diskrete stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 er deres simultane sannsynlighetsfordeling 𝑓(𝑥,𝑦), som også kalles simultan punktsannsynlighet, gitt som 
𝑓(𝑥,𝑦)=𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦),
der kommaet i 𝑃(𝑋=𝑥, 𝑌=𝑦) skal leses som 'og' eller snitt. Hvis vi har to kontinuerlige stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 er deres simultane sannsynlighetsfordeling 𝑓(𝑥,𝑦), som også kalles simultan sannsynlighetstetthet, gitt ved at
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Notasjon: Man kan eventuelt angi hvilke stokastiske variabler en simultan sannsynlighetsfordeling gjelder for ved å angi dette som en indeks til 𝑓-en, tilsvarende som man kan når man har bare en stokastisk variabel. Simultan sannsynlighetsfordeling for 𝑋 og 𝑌 kan man altså alternativt betegne med 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)

Egenskaper: En simultan sannsynlighetsfordeling for en diskret stokastisk variabel 𝑋 vil alltid ha følgende egenskaper:
1. 𝑓(𝑥,𝑦)≥0
2. ∑𝑥∑𝑦𝑓(𝑥,𝑦)=1.
3. 𝑓(𝑥,𝑦)=𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦)
En simultan sannsynlighetsfordeling for en kontinuerlig stokastisk variabel vil tilsvarende alltid ha følgende egenskaper:
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Marginalfordeling: Fra simultanfordelingen for to stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 kan man finne fordelingen for 𝑋 og 𝑌 hver for seg. Fordelingene for 𝑋 og 𝑌 hver for seg kalles gjerne for marginalfordelinger, for å understreke at det er fordelinger hvor man ser på bare en stokastisk variabel. Hvis vi lar 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦) være simultanfordelingen for 𝑋 og 𝑌 og betegner marginalfordelingene for 𝑋 og 𝑌 med henholdsvis 𝑓𝑋(𝑥) og 𝑓𝑌(𝑦) har vi at
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Hvis X og Y er diskrete stokastiske variabler, og 
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
hvis 𝑋 og 𝑌 er kontinuerlige stokastiske variabler.

[bookmark: _Toc101304224]Betinget fordeling
Definisjon: La 𝑋 og 𝑌 være to stokastiske variabler med simultan sannsynlighetsfordeling 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦). Anta at 𝑋 og 𝑌 enten begge er diskrete stokastiske variabler, eller at begge er kontinuerlige stokastiske variabler. Den betingede fordelingen for 𝑌 gitt 𝑋=𝑥 er da
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
og den betingede fordelingen for 𝑋 gitt 𝑌=𝑦 er tilsvarende
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Her betegner 𝑓𝑋(𝑥) og 𝑓𝑌(𝑦) marginalfordelingene for henholdsvis 𝑋 og 𝑌.
Kommentar: Definisjonen over gjelder for både diskrete og kontinuerlige stokastiske variabler. Hvis 𝑋 og 𝑌 er diskrete stokastiske variabler er fordelingene som inngår i formlene over punktsannsynligheter, mens hvis 𝑋 og 𝑌 er kontinuerlige stokastiske variabler er fordelingene sannsynlighetstettheter.
Kommentar: Merk at 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) og 𝑓𝑋|𝑌(𝑥|𝑦) er sannsynlighetsfordelinger (punktsannsynligheter eller sannsynlighetstettheter) og at de dermed vil oppfylle de egenskaper som alle punktsannsynligheter og sannsynlighetstettheter har.
Tolkning: Den betingede fordelingen 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) angir sannsynlighetsfordelingen for 𝑌 hvis man får opplyst om at 𝑋=𝑥. Hvis 𝑋 og 𝑌 er kontinuerlige stokastiske variabler betyr dette for eksempel at
[image: Et bilde som inneholder tekst, klokke, måler

Automatisk generert beskrivelse]
[bookmark: _Toc101304225]Uavhengige stokastiske variabler
Definisjon: To stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 med simultan sannsynlighetsfordeling 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦) og marginalfordelinger for 𝑋 og 𝑌 henholdsvis lik 𝑓𝑋(𝑥) og 𝑓𝑌(𝑦) er uavhengige hvis og bare hvis
𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)=𝑓𝑋(𝑥)⋅𝑓𝑌(𝑦)   for alle 𝑥 og 𝑦.

Kommentar: Definisjonen over gjelder for både diskrete og kontinuerlige stokastiske variabler. Hvis 𝑋 og 𝑌 er diskrete stokastiske variabler angir fordelingene over punktsannsynligheter, mens hvis 𝑋 og 𝑌 er kontinuerlige stokastiske variabler angir de sannsynlighetstettheter.
Tolkning: Man kan vise at hvis 𝑋 og 𝑌 er uavhengige så vil det at man får opplyst om verdien til den ene av de to stokastiske variablene ikke endre sannsynlighetsfordelingen til, og dermed vår kunnskap om, den andre stokastiske variabelen. Matematisk kan dette formuleres som følger. Hvis 𝑋 og 𝑌 er uavhengige så kan man vise at 
𝑓𝑌|𝑋(𝑦 | 𝑥)=𝑓𝑌(𝑦)   for alle 𝑥 og 𝑦 der 𝑓𝑋(𝑥)>0. og motsatt
Hvis 𝑋 og 𝑌 er uavhengige vil følgelig det at man får opplyst om verdien til 𝑌Y ikke endre sannsynlighetsfordelingen til 𝑋.
Generalisering: Hvis man har 𝑛n stokastiske variabler 𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑛 som er uavhengige og (marginal)fordelingen til 𝑋𝑖 er 𝑓𝑋𝑖(𝑥𝑖) for 𝑖=1,2,…,𝑛 så vil simultan sannsynlighetsfordeling for 𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑛 være
[image: ]

[bookmark: _Toc101304226]Forventing og varians
[bookmark: _Toc101304227]Forventningsverdi
Definisjon: Hvis 𝑋 er en diskret stokastisk variabel med punktsannsynlighet 𝑓(𝑥) er forventningsverdien til 𝑋 gitt som 
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der summen er over alle mulige verdier for 𝑋. Hvis 𝑋 er en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet 𝑓(𝑥) er forventningsverdien til 𝑋 gitt som
[image: ]
Tolkning: For å gi en tolkning til 𝐸[𝑋] må man huske på at den stokastiske variabelen får en verdi ved at vi gjør et stokastisk forsøk. Anta nå at vi gjentar dette forsøket 𝑛 ganger. Den stokastiske variabelen 𝑋 vil da få en verdi for hvert av disse forsøkene. La 𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑛 betegne verdiene 𝑋 får i disse 𝑛n forsøkene, og la
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betegne gjennomsnittsverdien til 𝑋. Man kan da vise at dersom man lar 𝑛n gå mot uendelig vil 𝑋¯𝑛 i en viss forstand konvergere mot forventningsverdien 𝐸[𝑋],
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Vi kan altså tenke på 𝐸[𝑋] som gjennomsnittsverdien til 𝑋 når vi gjentar forsøket uendelig mange ganger.

[bookmark: _Toc101304228]Varians
Definisjon: Variansen til en (diskret eller kontinuerlig) stokastisk variabel 𝑋X med forventningsverdi 𝐸[𝑋]=𝜇 er
Var[𝑋]=E[(𝑋−𝜇)2].
Tolkning: Verdien til variansen har ikke en like klar tolkning som for forventningsverdien. Variansen er et mål på hvor mye observert verdi for 𝑋 vil variere dersom man gjentar det stokastiske forsøket som den stokastiske variabelen 𝑋Xer definert ut fra. Dersom man for to stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 har at Var[𝑋]>Var[𝑌] vil altså verdien til 𝑌 variere mindre enn verdien til 𝑋 når man gjentar det eller de stokastiske forsøkene som definerer 𝑋 og 𝑌. 
Kommentar: Variansen til 𝑋, Var[𝑋], har ikke samme enhet som 𝑋. Dersom for eksempel 𝑋 måles i meter (𝑚) vil Var[𝑋] måles i 𝑚^2. Det er derfor ikke rimelig å sammenligne en verdi av 𝑋 med verdien til Var[𝑋]. For å få et tall som er sammenlignbart med 𝑋 kan man ta kvadratroten av Var[𝑋]. Tallet man da får kalles standardavviket til 𝑋 og dette diskuteres lenger ned på denne temasiden.

[bookmark: _Toc101304229]Standardavvik
Definisjon: Standardavviket til en stokastisk variabel 𝑋 med forventningsverdi 𝐸[𝑋]=𝜇 er
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Notasjon: Det benyttes ulike notasjoner for standardavviket til en stokastisk variabel 𝑋X. Den mest vanlige er kanskje SD[𝑋] som benyttes i definisjonen over. 'SD' er her forkortelse for det engelske betegnelsen for standardavvik, 'standard deviation'. Symbolet 𝜎 er også mye benyttet som et symbol for standardavvik, eventuelt 𝜎𝑋 der indeksen angir hvilken stokastisk variabel 𝜎𝑋 er standardavviket til.
Tolkning: I likhet med variansen Var[𝑋] er standardavviket SD[𝑋] et mål på hvor mye verdien til 𝑋 vil variere dersom man gjentar det stokastiske forsøket som den stokastiske variabelen 𝑋 er definert ut fra. Standardavviket SD[𝑋] har samme dimensjon som 𝑋 og man kan gjerne tenke på SD[𝑋] som typisk avvik mellom 𝑋 og forventningsverdien til 𝑋. 

[bookmark: _Toc101304230]Kovarians
Definisjon: Kovariansen mellom to stokastiske variabler 𝑋 og 𝑌 er
Cov[𝑋,𝑌]=E[(𝑋−𝜇𝑋)(𝑌−𝜇𝑌)],
der 𝜇𝑋=E[𝑋] er forventningsverdien til 𝑋 og 𝜇𝑌=E[𝑌] er forventningsverdien til 𝑌Y.

Notasjon: Det benyttes ulike notasjoner for kovariansen mellom to stokastiske variabler. Den mest vanlige er kanskje Cov[𝑋,𝑌] som benyttes i definisjonen over. Symbolet 𝜎𝑋𝑌 benyttes ofte også, der indeksene angir hvilke stokastiske variabler 𝜎𝑋𝑌 er kovariansen mellom.
Tolkning: Det er først og fremst fortegnet til kovariansen det er vanlig å tolke. Dersom Cov[𝑋,𝑌]>0 vil store verdier av 𝑋 tendere til å komme sammen med store verdier av 𝑌 og små verdier av 𝑋 tendere til å komme sammen med små verdier av 𝑌, slik at man kan si at 𝑋 og 𝑌 tenderer til å gå i takt. Dersom Cov[𝑋,𝑌]<0 er det motsatt. Da vil store verdier av 𝑋 tendere til å komme sammen med små verdier av 𝑌 og små verdier av 𝑋 tendere til å komme sammen med store verdier av 𝑌, og man kan si at 𝑋 og 𝑌 tenderer til å gå i utakt. 

Kommentar: Som nevnt over er det vanlig kun å tolke fortegnet til kovariansen. Før man prøver å tolke tallverdien til kovariansen er det vanlig å standardisere kovariansen slik at man får et tall i intervallet [−1,1]. Denne standardiserte kovariansen kalles korrelasjon og er definert og diskutert lenger ned på denne temasiden.

[bookmark: _Toc101304231]Korrelasjon
Definisjon: Korrelasjonen mellom to stokastiske variabler 𝑋X og 𝑌Y er
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Notasjon: Det benyttes ulike notasjoner for korrelasjonen mellom to stokastiske variabler. Den mest vanlige er kanskje Corr[𝑋,𝑌] som benyttes i definisjonen over. Den greske bokstaven 𝜌 er også mye benyttet som et symbol for korrelasjon, eventuelt 𝜌𝑋𝑌 der indeksene angir hvilke stokastiske variabler 𝜌𝑋𝑌 er korrelasjonen mellom.
Kommentar: Korrelasjon er en standardisert versjon av kovarians og man kan vise at −1≤Corr[𝑋,𝑌]≤1. Man kan dessuten vise at dersom en simultan sannsynlighetsfordeling har Corr[𝑋,𝑌]=−1 så vil alle par (𝑥,𝑦) generert fra denne fordelingen ligge på en rett linje 𝑦=𝑎𝑥+𝑏y med 𝑎<0. Tilsvarende kan man vise at dersom en simultan sannsylighetsfordeling har Corr[𝑋,𝑌]=1 så vil par (𝑥,𝑦) generert fra denne fordelingen også ligge på en rett 𝑦=𝑎𝑥+𝑏, men nå vil man ha at 𝑎>0.
Tolkning: Korrelasjon måler graden av lineær sammenheng mellom 𝑋 og 𝑌. Man kan tolke både fortegnet og tallverdien til korrelasjonen. Fortegnet til Corr[𝑋,𝑌] vil være lik fortegnet til Cov[𝑋,𝑌]. Fortegnet til korrelasjonen har dermed samme tolkning som fortegnet til kovariansen, så 𝑋 og 𝑌 tenderer til å gå i takt dersom Corr[𝑋,𝑌]>0 og de tenderer til å gå i utakt dersom Corr[𝑋,𝑌]<0. Tallverdien til korrelasjonen angir i hvor stor grad 𝑋 og 𝑌 går i takt eller utakt. Dersom Corr[𝑋,𝑌]=0 er det ingen lineær sammenheng mellom 𝑋 og 𝑌, mens dersom Corr[𝑋,𝑌] er lik −1 eller +1 er det en perfekt lineær sammenheng mellom 𝑋 og 𝑌 i den forstand at alle par (𝑥,𝑦) generert fra en sannsynlighetsfordeling med en slik korrelasjonen vil ligge på en rett linje 𝑦=𝑎𝑥+𝑏y. Plottene under viser genererte par (𝑥,𝑦) fra simultane sannsynlighetsfordelinger med korrelasjoner fra Corr[𝑋,𝑌]=0 til Corr[𝑋,𝑌]=1.
Kommentar: Man kan vise at dersom 𝑋 og 𝑌 er uavhengige stokastiske variabler vil man alltid ha at Cov[𝑋,𝑌]=0, og dermed vil også Corr[𝑋,𝑌]=0. Dette resultatet er intuitivt rimelig, hvis det ikke er noen avhengighet mellom 𝑋 og 𝑌 kan det heller ikke være noen lineær avhengighet mellom disse variablene. Man skal dog merke seg at man kan ha Corr[𝑋,𝑌]=0 selv om 𝑋 og 𝑌 er avhengige. Plottet under viser genererte par (𝑥,𝑦) fra en simultan sannsynlighetsfordeling med Corr[𝑋,𝑌]=0, men hvor 𝑋 og 𝑌 er avhengige. Selv om 𝑋 og 𝑌 her ikke er uavhengige er det altså ingen lineær avhengighet mellom 𝑋 og 𝑌 og dette er grunnen til at korrelasjonen mellom 𝑋 og 𝑌 blir null.



[bookmark: _Toc101304232]Viktige diskrete fordelinger
[bookmark: _Toc101304233]Bernoulli-prosess
Vi tenker oss at vi utfører et eksperiment. Dette eksperimentet er en Bernoulli-prosess (også kalt binomisk forsøksrekke) hvis det oppfyller følgende egenskaper:
1. Eksperimentet består av uavhengige forsøk.
2. I hvert forsøk undersøker man om en hendelse 𝐴 inntreffer (suksess) eller ikke (𝐴′=fiasko).
3. Sannsynligheten for hendelsen 𝐴 (suksess) kaller vi 𝑝, og denne er den samme fra forsøk til forsøk.
Dette leder til tre fordelinger:
· Antall suksesser, 𝑋, i en Bernoulli-prosess med 𝑛n forsøk er binomisk fordelt.
· Antall forsøk til og med første suksess, 𝑋, er geometrisk fordelt.
· Antall forsøk til og med 𝑘k suksesser, 𝑋, er negativt binomisk fordelt.
Binomisk fordeling
Vi ser på en Bernoulli-prosess med 𝑛 forsøk (bestemt på forhånd) og suksess-sannsynlighet 𝑝. Da vil antallet suksesser, 𝑋, ha en binomisk fordeling.
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for 𝑥=0,1,…,𝑛
Eksempler:
· Antall frø som spirer når vi planter 𝑛n solsikkefrø med spiringsgrad 𝑝p.
· Antall hvite kuler som trekkes med tilbakelegging fra en urne med svarte og hvite kuler.
Kumulativ fordelingsfunksjon: Kumulativ fordelingsfunksjon regnes ut ved å summere 𝐹(𝑥)=∑𝑡≤𝑥𝑓(𝑡), og det finnes tabeller over 𝐹(𝑥)F(x) for ulike valg av 𝑛, 𝑝, 𝑥 for å lette regningen. 
Forventning og varians: La 𝑋 være binomisk fordelt med 𝑛n forsøk og suksess-sannsynlighet 𝑝p.
𝐸(𝑋)=𝑛𝑝
𝑉𝑎𝑟(𝑋)=𝑛𝑝(1−𝑝)
[bookmark: _Toc101304234]Hypergeometrisk fordeling
Vi ser på en urnemodell, der vi har 𝑁 kuler, hvor 𝑘k av kulene er sorte og resten er hvite. Vi trekker ut 𝑛 kuler uten tilbakelegging. Antallet sorte kuler, 𝑋, er hypergeometisk fordelt med fordelingsfunksjon
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for 𝑥=𝑚𝑎𝑥(0,𝑛−𝑁+𝑘),…,𝑚𝑖𝑛(𝑘,𝑛)

Kumulativ fordelingsfunksjon: Kumulativ fordelingsfunksjon regnes ut ved å summere 𝐹(𝑥)=∑𝑡≤𝑥𝑓(𝑡), og det finnes tabeller over 𝐹(𝑥) for ulike valg av 𝑁,𝑘,𝑛,𝑥– for å lette regningen. 
Forventning og varians: La 𝑋 være hypergeometisk fordelt med parametere (𝑁,𝑘,𝑛).
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Når 𝑁>>𝑛 vil 𝑝=k/n være tilnærmet konstant under forsøket, og binomisk fordeling vil være en god tilnærming.
[bookmark: _Toc101304235]Poisson-prosess
Vi ser på hendelser som kan inntreffe innenfor et tidsintervall eller et område.
1. Antall hendelser som inntreffer i et tidsintervall eller i et område, er uavhengig av antall hendelser som inntreffer i ethvert annet disjunkt (ikke-overlappende) tidsintervall eller område. 
2. Sannsynligheten for at en enkelt hendelse inntreffer innenfor et lite tidsintervall eller et lite område, er proporsjonal med lengden av intervallet eller størrelsen på området. 
3. Sannsynligheten for at mer enn en hendelse skal inntreffe innenfor et lite tidsintervall eller et lite område er neglisjerbar.
Når disse tre egenskapene er oppfylt så sier vi at vi har en Poisson-prosess. Dette leder til tre fordelinger:
· Antall hendelser, 𝑋, i en Poisson-prosess er Poisson-fordelt.
· Tid mellom to hendelser i en Poisson-prosess er eksponentielt fordelt.
· Tid mellom flere hendelser i en Poisson-prosess er gammafordelt.

[bookmark: _Toc101304236]Poisson-fordeling
Vi ser på en Poisson-prosess innen et tidsintervall eller område av størrelse 𝑡t. Da vil antallet hendelser, 𝑋, ha en Poisson-fordeling. 
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Her er 𝜆 proporsjonalitetsfaktoren i punkt 2 for Poisson-prossessen.
En annen populær parameterisering er 𝜇=𝜆𝑡
Eksempler:
· Antall SMS som ankommer en basestasjon i løpet av 20 minutter.
· Antall jordskjelv i California i løpet av 10 år.
Forventning og varians: La 𝑋 være Poisson-fordelt med parameter 𝜇, da er
𝐸(𝑋)=𝜇
𝑉𝑎𝑟(𝑋)=𝜇
Sammenhenger:
· En sum av 𝑛 uavhengige Poisson-fordelte stokastiske variabler, 𝑋𝑖 med tilhørende forventningsverdier 𝜇𝑖 er Poisson-fordelte med forventningsverdi ∑𝑛𝑖=1𝜇𝑖
· Når forventningsverdien øker, blir Poisson-fordelingen mer og mer symmetrisk, og for store 𝜇 kan Poisson-fordelingen tilnærmes godt med en normalfordeling.
[bookmark: _Toc101304237]Geometrisk og negativ binomisk fordeling
Geometrisk fordeling. Antall forsøk, 𝑋, som er gjort i en bernoulliprosess med suksessannsynlighet 𝑝 idet første suksess oppnås, sies å være geometrisk fordelt med parameter 𝑝. Sannsynlighetsmassefunksjonen for 𝑋 er gitt ved 𝑃(𝑋=𝑥)=𝑝(1−𝑝)𝑥−1 og kumulativ fordelingfunksjon ved 𝑃(𝑋≤𝑥)=1−(1−𝑝)x der 𝑥=1, 2, ...
 
Eksempel. Sannsynligheten for å få første sekser etter nøyaktig tre kast med en terning,
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Forventningsverdi og varians. Forventningsverdien til en geometrisk fordelt variabel med parameter 𝑝 er 𝐸𝑋=1/𝑝, og variansen er Var𝑋=(1−𝑝)/𝑝^2.

Negativ binomisk fordeling. Antall forsøk, 𝑋, som er gjort i en bernoulliprosess med suksessannsynlighet 𝑝 idet suksess nr. 𝑘 oppnås, sies å være negativt binomisk fordelt med parametre 𝑘 og 𝑝. Sannsynlighetsmassefunksjonen for 𝑋 er gitt ved
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[bookmark: _Toc101304238]Viktige kontinuerlige fordelinger
[bookmark: _Toc101304239]Uniform fordeling
Eksempel. Vi ser på ankomst av SMS til en basestasjon, og får vite at mellom klokka 12:00 og 12:05 ankom en SMS til basestasjonen. Hva er da sannsynlighetsfordelingen til ankomsttiden til denne SMSen? Det kan vises (vi viser det ikke her, men det kommer av at vi har sett på ankomst av SMS som en Poisson-prosess) at da er det like stor sannsynlighet for at SMSen kom mellom 12:00 og 12:01, som mellom 12:01 og 12:02, som mellom 12:02 og 12:03, som mellom 12:03 og 12:04, som eller mellom 12:04 og 12:05. Synes du det høres logisk ut? En fordeling som har denne egenskapen, lik sannsynlighet for å være innenfor alle like store intervaller, heter en uniform fordeling. 
Fordelingsfunksjon, 𝑓(𝑥) Hvis 𝑋 er en kontinuerlig stokastisk variabel som har lik sannsynlighet for å ta verdi innenfor alle like store intervaller i [A,B], er
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Eksempel. Vi vet at det ankom en SMS til basestasjonen mellom 12:00 og 12:05. La oss nullstille tiden kl 12:00 og la x være antallet minutter som er gått siden kl 12:00. Dermed har vi at 𝐴=0 og 𝐵=5. Sannsynlighetsfordelingen (tettheten) i SMS-eksemplet er da 
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Kumulativ fordelingsfunksjon, 𝐹(𝑥)F(x) er gitt som:
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Forventningsverdien E(X) i uniform fordeling er gitt som
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Variansen Var(X) i uniform fordeling er gitt som
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[bookmark: _Toc101304240]Sentralgrenseteoremet og normalfordeling
Normalfordelingen står i en særstilling blant sannsynlighetsfordelingene. Grunnen er at sannsynlighetsfordelingen til summer og gjennomsnitt av uavhengige stokastiske variabler, som alle har samme fordeling, nærmer seg en bestemt klasse fordelinger. Det er denne fordelingsklassen som kalles normalfordeling. Tilnærmingen blir bedre jo flere variabler vi summerer eller tar gjennomsnittet av. Det er verdt å merke seg at fordelingen som de enkelte variablene har, ikke er av så stor betydning – summen eller gjennomsnittet vil uansett nærme seg normalfordelingen.
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Eksponentialfordeling
Fordelingsfunksjon, 𝑓(𝑥)f(x):
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Kumulativ fordelingsfunksjon, 𝐹(𝑥)F(x):

[image: Et bilde som inneholder tekst, klokke, måler
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Forventningsverdien E(X) i en eksponentialfordeling med intensitet 𝜆λ er
[image: Et bilde som inneholder tekst

Automatisk generert beskrivelse]
Variansen Var(X) i en eksponentialfordeling med intensitet 𝜆λ er
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[bookmark: _Toc101304242]Gammafordeling
Fordelingsfunksjon, 𝑓(𝑥)f(x):
[image: Et bilde som inneholder tekst, enhet, måler
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[bookmark: _Toc101304243]Her er 𝛼>0 og 𝛽>0, og Γ er den såkalte gammafunksjonen (som er en generalisering av fakultet). Parameteren 𝛼α kalles gjerne formparameteren (shape), og når 𝛼=1 har vi eksponensialfordeling. Parameteren 𝛽 kalles skalaparameter.
Forventningsverdien E(X) i en gammafordeling med parametere (𝛼,𝛽) er
E(𝑋)=𝛼𝛽
og variansen Var(X) 
Var(𝑋)=𝛼𝛽2

[bookmark: _Toc101304245]Funksjoner av stokastiske variabler
[bookmark: _Toc101304246]Transformasjon av en diskret stokastisk variabel
Teorem: Anta at 𝑋 er en diskret stokastisk variabel med punktsannsynlighet 𝑓(𝑥)=𝑃(𝑋=𝑥). La 𝑌=𝑢(𝑋) definere en én-entydig sammenheng mellom 𝑋 og en ny stokastisk variabel 𝑌. Siden sammenhengen mellom 𝑋 og 𝑌 er antatt å være én-entydig har 𝑢(𝑥)u(x) en tilhørende invers funksjon, som vi betegner med 𝑤(𝑦)w(y), slik at 
𝑌=𝑢(𝑋)  ⇔  𝑋=𝑤(𝑌)
Punktsannsynligheten til 𝑌 er da gitt ved
𝑔(𝑦)=𝑃(𝑌=𝑦)=𝑓(𝑤(𝑦)).


[bookmark: _Toc101304247]Transformasjon av en kontinuerlig stokastisk variabel
Teorem: Anta at 𝑋 er en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet 𝑓(𝑥)f(x). La 𝑌=𝑢(𝑋) definere en én-entydig sammenheng mellom 𝑋 og en ny stokastisk variabel 𝑌. Siden sammenhengen mellom 𝑋 og 𝑌 er antatt å være én-entydig har 𝑢(𝑥) en tilhørende invers funksjon, som vi betegner med 𝑤(𝑦) slik at 
𝑌=𝑢(𝑋)  ⇔  𝑋=𝑤(𝑌).
Sannsynlighetstettheten til 𝑌Y er da gitt ved
𝑔(𝑦)=𝑓(𝑤(𝑦))⋅|𝑤′(𝑦)|.

Tolkning: I teoremet forutsettes det at sammenhengen mellom 𝑋 og 𝑌=𝑢(𝑋) er én-entydig. I praksis betyr dette at 𝑢(𝑥) enten er en strengt voksende eller strengt avtagende funksjon. Dersom 𝑢(𝑥) er en strengt voksende funksjon må man ha at 
𝑃(𝑎<𝑋<𝑏)=𝑃(𝑢(𝑎)<𝑢(𝑋)<𝑢(𝑏))=𝑃(𝑢(𝑎)<𝑌<𝑢(𝑏))
for enhver 𝑎<𝑏a<b. Hvis vi uttrykker sannsynlighetene 𝑃(𝑎<𝑋<𝑏) og 𝑃(𝑢(𝑎)<𝑌<𝑢(𝑏)) som integraler over de respektive sannsynlighetstetthetene får vi dermed at må ha
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Hva skal vi gjere na? Hvordan vi utfgrer en hypotesetest kan presenteres i falgende steg:

1. Definere to konkurrerende hypoteser: nullhypotesen og den alternative hypotesen.

2. Velge det vi kaller et signifikansniva - som er sannsynligheten vi godtar for & gjgre en Type | feil - som er &
forkaste nullhypotesen nar den er korrekt. For & komme frem til en forkastningsregel ma man bestemme hvor
alvorlig det er a gjore en type-I-feil. En type-I-feil er & forkaste nullhypotesene nar den er riktig. Den som skal
utfore hypotesetesten ma selv velge gvre grense som sannsynligheten for a bega en type-I-feil ikke skal
overskride. Et veldig populeert valg er @ = 0.05, men det er inget magisk med dette valget. Det er ogsa mulige
med andre verdier, og andre populzre valg er @ = 0.01 og = 0.1.

3. Finne en testobservator vi enten bruker til 3 lage et forkastningsomrade for testen, eller som danner grunnlaget
for & regne ut en p-verdi for testen.

4. Bestemme et forkastningsomrade og/eller regne ut en p-verdi for testen.

5. Bruke innsamlede data og bestemme om nullhypotesen skal forkastes eller ikke.

For & forklare disse begrepene vil vi bruke tre vandreeksempler: andelen studenter som rgker daglig, systolisk blodtrykk
til kvinner med en spesiell sykdom, og kvalitet av betong (trykkfasthet) fra to ulike produsenter.

Til sist skal vi ogsa studere styrken til en test (sannsynligheten for a forkaste nullhypotesen nér nullhypotesen er gal), og
regne pa hvor mange observasjoner vi trenger for & oppna en viss styrke.
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En statistisk hypotese er et utsagn om egenskaper til en eller flere populasjoner. Vi definerer to hypoteser:

e Nullhypotese H: Hypotesen vi vil undersgke om vi har grunnlag fra data til & forkaste.
e Alternativ hypotese H : Reflekterer spgrsmalet vi stiller eller pastanden vi kommer med.

Hypotesetest-situasjonen kan enten veere ensidig eller tosidig.
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Ut fra null- og alternativ hypotese skal vi lage en regel for om vi skal forkaste eller ikke forkaste nullhypotesen.

® Hvis vi velger a forkaste nullhypotesen mener vi at vi har funnet tilstrekkelig grunn til & tro at nullhypotesen kan
veere gal, og vi velger heller & tro pa den alternative hypotesen.

® Huvis vi velger a ikke forkaste nullhypotesen mener vi at det vi har observert gjerne kan skje nar nullhypotesen er
riktig. Vi kan dermed ikke si om nullhypotesen er gal eller sann, men vi mener ikke at vi har funnet tilstrekkelig
grunnlag for a forkaste nullhypotesen. Vi har ikke bevist at nullhypotesen er sann.

Det betyr at vi handterer ikke null- og alternativ hypotese pa samme mate.
Innen hypotesetesting definerer vi to mulige feil vi kan gjore:

® Type I-feil: forkaste Hy nar H er korrekt/sann/riktig.
® Type lI-feil: ikke forkaste Hy nar H er gal/usann.

Det er ganske vanlig & presentere disse to gale valgene sammen med de to korrekte valgene vi kan ta, basert pa om
sannheten er at nullhypotesen er sann eller usann (kolonnene i tabellen).

Avgjorelse H, ersann H, er usann
Ikke forkast Hy  Korrekt Type-lI-feil

Forkast Hy Type-I-feil  Korrekt
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Gitt at nullhypotesen er sann, kjenner vi da fordelingen til en observator? Hvis vi finner en observator som ikke
inneholder ukjente sterrelser, og har kjent fordeling nar nullhypotesen er sann - s sier vi at vi har en testobservator. For
ensidige alternative hypoteser vil vi enten forkaste nullhypotesen nar testobservator er veldig stor eller veldig liten, og for
en tosidig alternativ hypotese vil vi forkaste bade for store og for sma verdier.
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Na skal vi lage en regel for nar vi skal forkaste nullhypotesen. Det kan vi gjgre ved a definere et sékalt
forkastningsomrade. Anta at testobservatoren var kalles W. Generelt skal vi finne et tall k slik vi forkaster nullhypotesen
nar W < k, W > keller |W| > k. Forkastningsregelen lager vi ved & finne k slik at

P(Forkaste Hy nar H er sann) < a. Nar testobservatoren er kontinuerlig (og ikke diskret) klarer vi ofte & finne k slik at
P(Forkaste H, nar H er sann) = a, mens i det diskrete tilfellet (slik som ndr W er binomisk fordelt, se rayke-
eksemplet, sa ma vi veere forngyd med < a.
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Anta at testobservatoren var kalles W, og at vi vet om vi vil forkaste nullhypotesen nar W er stor, W er liten, eller
absoluttverdien til W er stor.

P-verdien til en test kan vi ikke regne ut far vi har samlet inn data og regnet ut hvilken verdi vi har for testobservatoren
innsatt dataene vare. Anta at vi har samlet inn data og regnet ut at verdien til testobservatoren var er w. Da regner vi ut

p-verdien til testen var som sannsynligheten for det vi har observert eller noe mer ekstremt i retning den alternative
hypotesen, nar vi antar at nullhypotesen er sann.
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Nar vi har samlet inn data kan vi regne ut verdi for var testobservator. Anta at testobservatoren var kalles W, og at vi
med innsamlede data har regnet ut at verdien til testobservatoren var er w.

Hvis vi bruker forkastningsomrademetoden vil vi na sammenligne var observerte verdi av testobservatoren med
forkastningsgrensen, og forkaste nullhypotesen hvis denne ligger innen forkastningsomrade. Hvis var observerte verdi av
testobservatoren ikke ligger i forkastningsomradet vil vi ikke forkaste nullhypotesen.

Hvis vi bruker p-verdi-metoden har vi allerede regnet ut en p-verdi fra var observerte verdi av testobservatoren. For &
finne ut om vi skal forkaste nullhypotesen ma vi sammenligne var p-verdi med vart valgte signifikansniva. Hvis p-verdien
er lavere enn signifikansnivaet vil vi forkaste nullhypotesen. Da har er det vi har observert eller noe mer ekstremt ikke
sarlig sannsynlig nar nullhypotesen er sann, og da tror vi at det méa veere slik at nullhypotesen ma vaere gal. Hvis p-
verdien er hgyere enn vart valgte signifikansniva vil vi ikke forkaste nullhypotesen. Da kan det vi har observert godt ha
inntruffet nar nullhypotesen er sann.

Det er alltid slik at vi vil trekke samme konklusjon om vi bruker forkasningsomrademetoden og p-verdi-metoden.
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Det er en dualitet mellom en tosidig test (med signifikansniva @) og et (tosidig) konfidensintervall med konfidensniva
(1 - a)100%.

Hvis den tosidige hypotesetesten er at Hy : u = o mot Hy : u # pg sé vil vi forkaste H,, pa niva a hvis u, ikke
ligger inne i et (1 — @)100% konfidensintervall for u. Da er y ikke en verdi vi har stor tiltro at parameteren g kan
veere.

Hvis den tosidige hypotesetesten er at Hy : u = puo mot Hy : pu # pg sé vil vi ikke forkaste H(, pa niva a hvis yg
ligger inne i et (1 — @)100% konfidensintervall for u. Da er uq en verdi vi har stor tiltro at parameteren pq kan vaere.
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Teststyrken - eller bare styrken (for en parameterverdi under den alternative hypotesen) er definert som
sannsynligheten for a forkaste nullhypotesen nar nullhypotesen er gal og den gitte parameterverdien er den sanne
verdien. Styrken er 1 — f# = 1 — P(type II feil). Styrken er dermed et tall mellom 0 og 1, og vi snsker a konstruere en
test som har en hay styrke, f.eks. er 0.8 en mye brukt gnsket verdi for styrken.

Teststyrken vil vaere avhengig av:

® Signifikansnivaet « til testen: jo hgyere signfikansniva jo starre styrke. Det betyr at hvis vi godtar en hay
sannsynlighet for justismord (fengsle en som er uskyldig), vil det vaere lett & fengsle en skyldig.

® Utvalgsstarrelsen: jo starre utvalgsstarrelse jo sterre styrke. Nar vi samler inn mye data vil testobservatoren var ha
mindre usikkerhet enn hvis vi samler inn lite data, og da er det lettere & se at en skyldig tiltalt faktisk er en
forbryter.

® Awik fra nullhypotesen: jo stgrre awik fra nullhypotesen jo stgrre styrke. Hvis Hy : p = o mot Hy @ u > pg kan
vi definere y1; = py + 6 som en verdi under den alternative hypotesen. Jo sterre vi setter § jo sterre styrke har vi i
M1 . Det er lettere & demme en skyldig tiltalt som er veldig skyldig enn en som bare er litt skyldig.

® Variabilitet: jo sterre variabilitet jo mindre teststyrke. Hvis det er stor usikkerhet i dataene vi samler inn er det
vanskelig & oppdage en skyldig tiltalt.

Disse to siste punktene kan noen ganger sammen omtales som effektstarrelse.




image100.png
Vi sd under "Teststyrke for hypotesetest" at teststyrken var avhengig av signfikansniva, utvalgssterrelse, hvor stort avvik
fra nullhypotesen vi @nsker & kunne finne og variabiliteten i forsgket vart. Vi skal na fokusere pa hvordan vi kan
bestemme utvalggsterrelsen slik at vi oppnar @nsket styrke for et gitt awik fra nullhypotesen.

I noen enkle situasjoner er det mulig & komme frem til en formel for utvalgssterrelse (normalfordelte data, kjent(e)
varians(er)) og i en binomisk forsgkssituasjon er det mulig & preve seg frem til en lgsning (se Eksemplet: den nye
medisinen). Mer komplekse situasjoner ligger utenfor pensum i dette faget.

Ensidig test, normalfordelt populasjon, kjent varians
Anta at vi kan samle inn et tilfeldig utvalg av sterrelse n fra en normalfordelt populasjon X, X, ..., X,, med
forventningsverdi u og kjent varians o2 . Vi vil se p& en ensidig testsituasjon:

Hop = pomot Hy : p> py

Med signifikansniva e vil forkastningsregelen bli "forkast nullhypotesen nér Z, = 1:/:/';0 > z,". Vivil né regne ut styrken
for denne testen for alternativet yg + 6.
. X- \ .
Teststyrke = P(Z, > z,, nar g + 6 er sann forventning) = P(/—\/’:0 > z,, NAr ug + 6 er sann forventning)
ol\/n

- (o2 .
= P(X > py+ z,—= nar p, + & er sann forventning)

NG
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Siden na den sanne forventningsverdien er y + & ma vi bruke dette i standardiseringen av X

Teststyrke = 1 — P(X < pp + za%, nar g + 6 er sann forventning)
n

- o
X—po—6 ~ ﬂ0+2aﬁ—ﬂ0—5

=1-H ol\/n - ol\/n

, Ndr ug + 6 er sann forventning)

X—py—6

Sterrelsen NG

vil nd veere standard normalfordelt og vi far:

)
Teststyrke = 1 - ®(Z < z, — —)
Vi

Som et siste steg vil vi nd sette teststyrken til et gitt tall og sé lgse ut for n. Siden teststyrken er
1 — P(type Il feil) = 1 — B tenker vi at vi velger en verdi for f, dvs. hvis vi gnsker teststyrke 80% vil f = 0.2.

1)
Teststytke =1 -®(Z <z, — —)=1-p

i

1
®Z<z,- ) =P

Vn
Det tallet som har areal f il venstre for seg i standardnormalfordelingen noterer vi z;_g = —z, og dermed
[
Za= o T TE
Vn

og lgser vi ut for n far vi:
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Utvalgssterrelsen er et heltall, og hvis formelen f.eks gir n = 55.6 velger vi n = 56 som var utvalgssterrelse.

Tosidig test, normalfordelt populasjon, kjent varians
Det finnes ogsa en tilneermet formel for en tosidig test:

@+ zp)%c?

n 52
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Situasjon: Anta at vi har observasjonspar (x;,¥;),i = 1,2, ... ,n og at vi antar en enkel linear regresjonsmodell for

disse dataene. Vi ensker & benytte de observerte verdiene til a finne estimater f, og f; for de to parametrene f, og f;.
Den tilpassede eller estimerte regresjonslinja blir dermed

Kriterium: | minste kvadraters metode maler man avviket mellom de observerte y-verdiene og den tilpassede eller
estimerte regresjonslinja ved kvadratsummen

SSE = Z(J’i -3 = Z (yi - ﬁo - ﬁlxi>2'
i=1 i=1

Man velger s estimatene ﬁo og ﬁl slik at SSE blir minst mulig.

lllustrasjon: Kriteriet som blir benyttet er illustrert i felgende figur, hvor observasjonsparene er vist i radt, den estimerte
regresjonslinja er bla og differensene y; — ; som inngar i uttrykket for SSE er vist i grant.
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lllustrasjon: Kriteriet som blir benyttet er illustrert i felgende figur, hvor observasjonsparene er vist i radt, den estimerte
regresjonslinja er bla og differensene y; — ¥; som inngar i uttrykket for SSE er vist i grant.

Y.

3.0 1

2.0 T

1.0

1.0 2.0 3.0

Utledning av minste kvadraters estimatorer: For a utlede formler for ﬁo og ﬁl ma man dermed finne hvilke verdier
for ﬁo og ﬁl som minimerer SSE. Man kan finne dette ved & sette de partiellderiverte av SSE med hensyn pa hver av

ﬁo og ﬁl lik null. Man ma dermed lgse ligningssystemet

0SSE 0SSE
— =0 og — =0
9B 9p

med hensyn pa ﬁo og ﬁl .




image105.png
Kommentar: Under "Modellantagelser" lenger opp pa denne temasiden antar vi en modell for hvordan vi tenker oss at observasjonsene

(x;,¥:),i = 1,2, ..., n er fremkommet. Man skal merke seg at denne modellen ikke er fullspesifisert siden den ikke sier noe om hvilken type
sannsynlighetsfordeling de stokastiske variablene ¢;,i = 1,2, ..., n har. Man trenger ikke & spesifisere sannsynlighetsfordelingen til £; 'ene for & benytte
minste kvadraters metode som vi diskuterte lenger opp pa denne temasiden. Sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene derimot, vil veere avhengig av
hvilken type sannsynlighetsfordeling €; 'ene har.

Modell: Anta modellen definert under "Modellantagelser" lenger opp pa denne temasiden, og anta at €; 'ene er uavhengige og normalfordelte. Dette
betyr ate; ~ N(0,62), ogsidenY; = fiy + fi;x; + &; er en linezer funksjon av ¢; blir ogsa ¥; normalfordelt. Ved & benytte regnereglene for
forventingsverdi og varians far vi at E[Y;] = fy + fx; og Var[Y;] = ¢2. Vi har dermed at Y;,i = 1,2, ..., n er uavhengige og

Y ~ N(Bo + Prxi, °).

Kriterium: For a bestemme estimatorer for de tre modellparametrene f, f; og o2 benytter vi na sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet. Dette
prinsippet er diskutert pa temasiden for begreper, definisjoner og tolkninger: Parameterestimering, og en prosedyre for a regne ut tilharende estimatorer
er angitt pa temasiden for regneregler og regneprosedyrer: Parameterestimering.

Utledning av sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene (SME): For & utlede sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene starter vi med & finne
rimelighetsfunksjonen. Siden ¥; 'ene er uavhengige og Y; ~ N(f + f1x;,6%) far vi at

L(ﬂo,ﬂl»l’)—f(yh}’z»--wymﬂo,ﬂl»lf)—H[—”—EXP{ 0= Go+ pix) }]

Vi finner log-rimelighetsfunksjonen ved & ta In av rimelighetsfunksjonen, og siden vi ansker estimator for 62 og ikke & passer vi p & uttrykke log-
rimelighetsfunksjonen som funksjon av o og ikke bare ¢ alene,

- 1 1 1
(Bo, B1,6%) = In L(fo, p1,6° —5In@x) = Slno® = —; = o = hix)’
(Bo, B1,07) (o, Br,67) ‘:Zl[ 7 In@27) - Slno 2020’ Bo ﬂlx)]

411(27:) - 71n(a )= 5 Z(y. Bo = Prx)’.

Vi finner sa for hvilke verdier av fy, f; og o> log-rimelighetsfunksjonen har sitt maksimum ved & derivere og sette lik null. Siden vi har tre parametre ma
vi regne ut den partiellderiverte med hensyn pa hver av dem og sette alle lik null. Vi vil da ende opp med et ligningssystem med tre ligninger som ma lgses
med hensyn pa de tre ukjente parametrene fy, f; og o2.
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Utgangspunkt: Vi gnsker her a bestemme egenskapene til estimatorene

~ e (xi = DY N 1 « A a2
ﬂ1=u Bo=Y-p,x og {7\2=_2(Yi_ﬂ0_ﬂlxi)-

—,
Z:’:](xi - Xx)? n=

Estimatorene f, og f; kan fremkomme béade ved & benytte minste kvadraters metode og som
sannsynlighetsmaksimeringsestimatorer. Ved & ta utgangspunkt i modellen spesifisert under "Modellantagelser" lenger
opp pa denne temasiden og ved & benytte regneregler for forventning og varians skal vi starte med & finne

forventningsverdi og varians for f, og f, . Deretter skal vi, slik det gjgres nar sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene

utledes, anta at ¥; 'ene er uavhengige og normalfordelte og finne hvilken sannsynlighetsfordeling ﬁo , ﬁl og 57 da har.

Kommentar: Nar vi skal anvende regneregler for forventingsverdi og varians til a finne E [El ] ,E [ﬁo] , Var [ﬁl ] og

Var [ﬁo] er det viktig & huske pa at vi i modellen har valgt a betrakte x;'ene som konstanter eller tall, ikke som

stokastiske variabler. Funksjoner av x; 'ene blir dermed ogsé konstanter. For eksempel er X og 1/(}}_; (x; — %)2)
funksjoner av x;'ene, og dermed konstanter.

Forventningsverdi til f : Ved & benytte at konstanter kan settes utenfor forventningsoperatoren E, at summetegn kan
settes utenfor E og modellantagelsen E[Y;] = fy + f1x; far vi at
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og dermed

Dessuten har vi at
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Dessuten har vi at
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der vii den siste overgangen har benyttet at 3,7, (x; — X) = 0 som vi akkurat viste. Dermed har vi at
E[A]=n
slik at ﬁl er en forventningsrett estimator for f;.

Forventningsverdi til §,: Ved a benytte at konstanter kan settes utenfor forventningsoperatoren E, at

forventningsverdien til en sum er lik summen av forventningsverdiene, at f; er forventningsrett og modellantagelsen
E[Y;] = po + fi1x; farviat
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E[f]=n
slik at f; er en forventningsrett estimator for ;.

Forventningsverdi til §: Ved & benytte at konstanter kan settes utenfor forventningsoperatoren E, at

forventningsverdien til en sum er lik summen av forventningsverdiene, at f; er forventningsrett og modellantagelsen
E[Y;] = po + pyx; farviat
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Std(x1,x9,...,x,) = y/Var(x;,xy, ..., x,)
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der vi i den siste overgangen har benyttet at x = % 2?:1 .Dermed er f, en forventningsrett estimator for f.

~
Varians til §; : Ved & benytte at konstanter som settes utenfor variansoperatoren Var ma kvadreres, at Y;'ene er
uavhengige og at variansen av en sum av uavhengige stokastiske variabler er lik summen av variansene, samt
modellantagelsen Var[Y;] = 62 farvi
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min(xy, Xa, ... , X,) = X(1)
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max(xy, X, ..., Xp) = X(z)
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A og B er disjunkte
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P({e1}) = P({e2}) = ... = P({en}).
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P(B|A) = P(B),
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P(B|A) = P(B) & P(A|B) = P(A).
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1. f(x) > 0.
2. [T feodx = 1.
3. Pla< X <b)= [’ f(x)x.
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PX<x)= / f(x)dx.
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Fx) = / fide og  f(x)=F'(x).
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E[X] = / x f(x)dx.
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SD[X] = /Var[X] = {/E [(X — w?].
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f(x)= £ for0 < x < 50g0ellers.
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Standardnormalfordelingen. En stokastisk variabel Z med sannsynlighetstetthet gitt ved Ee ~#2 7 € R, kalles

standardnormalfordelt. Den kumulative fordelingsfunksjonen kan ikke skrives pa lukket form ved hjelp av elementzere

funksjoner. | formelsamlingen kalles den @, og vi ma altsa ngye oss med a skrive
&D(z)=P(Z <Lz2)= / ‘/12” e "2 dt. Vi ma bruke programpakker for & finne verdier av @, eller vi kan sla opp pa
side 1 og 2 i formelsamlingen.

Generell normalfordeling. Hvis Z er standardnormalfordelt oguogo#0ertotallhary+oZ
sannsynlighetstetthet gitt ved f(x) = ——e~®-W"2) x e R,

2n0?




image57.png
Vi sier at en variabel X med denne sannsynlighetstettheten er normalfordelt med parametre y og ¢*, og vi skriver
kort X ~ N(u,%). Nar Z er standardnormalfordelt, har vi Z ~ N(0, 1).

Forventningsverdi og varians. Vi antar videre atc > 0. Hvis X ~ N(u, 62), har X forventningsverdi EX = p,
varians Var X = 62 og standardawik o.
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Grafen til sannsynlighetstettheten. Grafen til tettheten f(x) = ‘/Zl_me‘("“‘)z/(z"z) til en normalfordelt variabel er

symmetrisk om x = u. f har bare ett ekstremalpunkt, nemlig maksimum i 4, og f(x) — 0 ndr x — —oo og nar
x — o0. Grafen har vendepunkt (den dobbeltderiverte skifter fortegn) nér x = y — o ogndr x = u + o - se den
forste figuren nedenfor. Som alle tettheter, er den ikkenegativ, og arealet av omradet mellom x-aksen og grafen er 1.
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standardisering. Hvis X ~ N(u, 62), er % ~ N(0, 1). A subtrahere forventningsverdien og dividere p&
standardavviket, kalles & standardisere.




image60.png
Kvantiler og kritiske verdier. Generelt er g-kvantilen i en kontinuerlig fordeling tallet som variabelen har sannsynlighet g for a
vaere mindre enn. Det vil si at hvis P(X < x) = g, sa er x g-kvantilen i fordelingen til X. Vi kaller ogsa x 100g-prosentilen, og
av og til kalles x nedre g-kvantil eller gvre 1 — g-kvantil. | tabellsamlingen kalles x en kritisk verdisom herer til sannsynligheten

1—g-detvilsiat P(X >x)=1—gq.
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Lineaerkombinasjon av normalfordelte variabler. Hvis X, X, ..., X, er uavhengige, og X; ~ N(u;, o'l.2 ) er

ag+ X, a:X; ~ N (ao+ Xi_, aipi, X1y alo?).
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P(a < X < b) = (u(b) < u(X) < u(a)) = P(u(b) <Y < u(a))
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Definisjon: Momentgenererende funksjon for en stokastisk variabel X er gitt som

My (1) =E[e'].

Kommentar: Dersom X er en diskret stokastisk variabel med punktsannsynlighet f(x) blir dermed

Mx(® =E[e*] = Y e f(x),

x

mens dersom X er en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet f(x) far man at

My (@) =E[e] = / - e f(x)dx.

—00

Notasjon: En momentgenererende funksjon M (¢) er en vanlig matematisk funksjon slik man er vant til fra
matematikk, og det er vanlig a benytte ¢ for den uavhengige variabelen. Navnet pa funksjonen er My der
indeksen X minner oss pa at dette er momentgenererende funksjon for X. Merk at man ogsa kan regne ut
momentgenererende funksjon for en funksjon av X, for en konstant a er for eksempel momentgenererende
funksjon for den stokastiske variabelen aX gitt ved

M,x () =E [e"X].

Tilsvarende er M x.,,(#) momentgenererende funksjon for X + a.
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Tolkning: Det er ingen naturlig tolkning av en momentgenererende funksjon. Som for enhver annen funksjon kan
man selvfalgelig plotte opp M x (), men ut fra et slikt plott er det ikke mulig & angi hvilke egenskaper X har. Det
mest hensiktsmessige er & betrakte momentgenererende funksjoner som et matematisk verktay som vi kan
benytte til & bevise en del sammenhenger mellom ulike typer av sannsynlighetsfordelinger.

Anvendelse: Den viktigste anvendelsen av momentgenererende funksjoner er for & bevise teoremer som angir
hvilken fordeling en (som oftest linezer) funksjon av en eller flere stokastiske variabler har. Slike beviser er basert
pé et teorem som sier at hvis de momentgenererende funksjonene til to stokastiske variabler er like er ogsa
sannsynlighetsfordelingene til disse to variablene identiske. Dette teoremet er formulert og diskutert under. |
anvendelser av dette teoremet trenger man som oftest ogsa regneregler for momentgenerende funksjoner, og
disse er diskutert pa temasiden med regneregler og regneprosedyrer for funksjoner av stokastiske variabler. Pa
samme temaside finnes ogsé en trinn for trinn beskrivelse av hvordan bevisene typisk er oppbygd.

Teorem: La X og Y veere to stokastiske variabler med momentgenererende funksjoner henholdvis M x () og
My (t). Dersom

Mx(t) = My(¢) for alle t,
dvs dersom funksjonene My (t) og My (t) er like, er sannsynlighetsfordelingene for X ogY ogsa identiske.

Kommentar: Dette teoremet betyr at for & bevise at to stokastiske variabler X og Y har samme
sannsynlighetsfordeling er det tilstrekkelig a vise at M x (f) = My (¢).

Teorem: La X vare en stokastisk variabel med momentgenererende funksjon M x (¢). For ethvert positvt hetall r
har man da at

MP©0) =E[X"].
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Kommentar: For & regne ut E [ X, ] skal man altsa ferst derivere M x () r ganger med hensyn pa ¢, slik at man
far et uttrykk for M;{) (), og deretter sette t = 0 inn i dette uttrykket.

Kommentar: E [ X "] kalles r-te ordens moment for X. Man kan dermed si at M x (t) genererer momentene til X
og dette er bakgrunnen for at M x (¢) kalles den momentgenererende funksjon for X .

Spesialtilfeller: Ved & sette r = 1 i teoremet over far man
M} (0) = E[X],
og ved a sette r = 2 far man
M}(©0) = E[x?].
Dermed far man ogsa at variansen til X er gitt ved

Var[X] = M}(0) — (M4 ©0))*.
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Definisjon: La X, X, ..., X, veere uavhengige stokastiske variabler, alle med samme sannsynlighetsfordeling.
Ekstremvariablene for disse er da

X(1)=nlin{X1,X2,...,Xn} og X(n)=max{X1,X2,...,Xn}.

Notasjon: Det er vanlig 8 la X ) betegne den k-te minste av X, X, ..., X,,. Med denne notasjonen blir X
den minste av Xy, X», ..., X, slik som angitt i teoremet over. X, er den n-te minste, dvs. den sterste av
X, X5, ..., X,

Kommentar: Man kan merke seg at ekstremvariablene X1y og X, er funksjoner av de stokastiske variablene
X1,X>, ..., X, selvom det ikke er vanlig a benytte den vanlige funksjonsnotasjonen u(X1, X, ..., X,) i
forbindelse med ekstremvariablene.

lllustrasjon: Anta at man har et system bestdende av n komponenter, og at X1, X», ..., X, er levetiden til hver
av disse n komponentene. Anta videre at systemet kun fungerer sé lenge samtlige n komponenter fungerer. Da
blir X ;) = min{ X, X5, ..., X, } levetiden til systemet. Denne situasjonen kan illustreres ved en seriekobling,
som vist i falgende figur.

X X Xn

Anta igjen at har et system bestaende av n komponenter, og at X, X», ..., X, er levetiden til hver av disse n
komponentene. Anta na at systemet fungerer sé lenge minst en av de n komponentene fungerer. Da blir blir
levetiden til systemet X ;) = max{X, X», ..., X, }. Denne situasjonen kan illustreres ved en parallellkobling,
som vist i falgende figur.
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Teorem: La X, X, ..., X, veere uavhengige stokastiske variabler, alle med samme sannsynlighetsfordeling
fx(x) og kumulativ sannsynlighetsfordeling Fx (x). De kumulativ sannsynlighetsfordeling for X ;) og X, er da
henholdsvis

Fx,(x) = P(Xq) £ x) =1 = (1 = Fx(x))"

og
Fx,,(¥) = P(X(n) < %) = (Fx(x)".
Dersom X, X», ..., X, er kontinuerlige stokastiske variabler er sannsynlighetstetthetene til X ;) og X,
henholdsvis
Fxy®) = n(1 = Fx(x))"" fx(x)
og

Fxoy @) = n(Ex ()" fx ().
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Definisjon: La X1, X, ..., X, veere uavhengige stokastiske variabler, alle med samme sannsynlighetsfordeling.
Den k-te minste av X1, X, ..., X, betegner vidamed X, fork =1,2...,n.Vikaller Xy, X (), ..., X(n) for
ordningsvariabler.

Kommentar: Man vil alltid ha at

Xy <X <. £ Xy,

Spesialtilfeller: Ekstremvariablene X ;) = min{ X, X»,..., X, } og X,;) = max{ X1, X5, ..., X,,} erogsa

ordningsvariabler. Dersom n er odde er medianen median(Xy, X5, ..., X,) = X(g) . Dersom n er et like tall er
2

medianen gjennomsnittet av to ordningsvariabler,

X(

. ) FX(5n)
median(X{, X,, ..., X,) =

2

SIS

Kommentar: Man kan merke seg at X, er en funksjoner av de stokastiske variablene X, X, ..., X, selvom
det ikke er vanlig & benytte den vanlige funksjonsnotasjonen u(X1, X, ..., X,) i forbindelse med
ordningsvariabler.

lllustrasjon: Anta at man har et system bestdende av n komponenter, og at X, X», ..., X, er levetiden til hver
av disse n komponentene. Anta videre at systemet kun fungerer sé lenge minst k av de n komponentene
fungerer. Da blir X 4, levetiden til systemet.

Teorem: La X1, X, ..., X, vaere uavhengige stokastiske variabler, alle med samme sannsynlighetsfordeling
fx(x) og kumulativ sannsynlighetsfordeling Fx (x). De kumulativ sannsynlighetsfordeling for X ) for
k=1,2,...,nerda

n

Fxpy@ =Y, (:)(Fx(x))j(l — Fx ().

=k
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Definisjon: En populasjon bestdr av alle mulige observasjoner man kan gjere. Et utvalg er en delmengde av en
populasjon.

Kommentar: Dersom observasjonene man kan gjare definerer stokastiske variabler som har en
sannsynlighetsfordeling f(x) sier man gjerne at man har en f(x)-populasjon. Dersom observasjonene man kan
gjere for eksempel gir opphav til stokastiske variabler som er normalfordelte sier vi altsa at vi har en
normalpopulasjon, og dersom de stokastiske variable er poissonfordelte sier vi at vi har en poissonpopulasjon.

Kommentar: Etter at man har gjort observasjoner pa et utvalg vil man typisk gnske a benytte disse verdiene til &
si noe om hele populasjonen. For at dette skal gi mening er det da essensielt at utvalger er representativt. Det er
ulike fremgangsmater man kan benytte for a skaffe seg et representativt utvalg, men i TMA4240/TMA4245 ser vi
kun pé en av disse, nemlig at man trekker tilfeldig hvilke observasjoner man gjer. Man sier da at man har et
tilfeldig utvalg. En fordel med & benytte en slik strategi for & velge utvalget er at da vil de stokastiske variablene
definert av utvalget veaere uavhengige og ha samme sannsynlighetsfordeling. Det at de stokastiske variablene er
uavhengige gjor det matematisk sett enklere & kunne benytte de observerte verdiene til & kunne si noe om hele
populasjonen.

Definisjon: La X1, X, ..., X, veere n uavhengige stokastiske variabler, alle med samme
sannsynlighetsfordeling f(x). Vi sier da at vi har et tilfeldig utvalg fra f(x)-populasjonen.

Kommentar: Hvis X1, X, ..., X, er et tilfeldig utvalg fra f(x)-populasjonen blir simultanfordelingen til
X1,X5,..., X, bli

S, x0) = f(x1) - f(x2) - - f(xn) = Hf(xi)-
i=1
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Definisjon: En observator er en observerbar funksjon av en eller flere stokastiske variabler som utgjer et tilfeldig utvalg.

Kommentar: For at en funksjon av stokastiske variabler skal sies a vaere observerbar kreves det at man skal vaere i stand til 3 observere eller
male en tilhgrende verdi. Dette betyr at nar man har observert eller malt verdier for de stokastiske variablene skal man veere i stand til & regne
ut en tilhgrende verdi for observatoren. Spesielt betyr dette at en observator ikke kan vaere en funksjon av en parameter som ikke har en kjent
verdi.

Eksempler: La X, X5, ..., X, dern > 2 veere et tilfeldig utvalg.

® Gjennomsnitt er da observatoren

B

e Empirisk varians er da observatoren

e Empirisk standardavvik er da observatoren

Kommentar: Siden en observator er en funksjon av stokastiske variabler vil en observator ogsa selv vaere en stokastisk variabel. Dermed vil en
observator ha alle de egenskaper som en stokastisk variabel har, som for eksempel en sannsynlighetsfordeling, en forventningsverdi og en
varians.
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Kommentar: Etter at man har gjort observasjonene pa utvalget, dvs observert verdier x1, x5, ..., X, for de
stokastiske variablene X1, X, ..., X,,, kan man erstatte de stokastiske variablene i uttrykket for observatoren
med tilhgrende observerte verdier og regne ut en observert verdi ogsa for observatoren. En observator er altsa
en starrelse man kan observere verdien til. Som nevnt over kan uttrykket for en observator ikke inneholde
parametre som man ikke kjenner verdiene til.

Anvendelser: Observatorer spiller en viktig rolle ndr man skal benytte observerte verdier til & skaffe informasjon
om verdien til en ukjent parameter. En estimator er en observator, @vre og nedre grenser i et konfidensintervall
er observatorer, og testobservatorer som benyttes i forbindelse med hypotesetesting er ogsa observatorer.




image79.png
Definisjon: Anta at vi har et tilfeldig utvalg X, X, ..., X, fra f(x; 6)-populasjonen, der verdien til parameteren
6 er ukjent. En estimator for @ er da en observator som benyttes til & ansla verdien til 6.

Kommentar: En estimator for € er dermed en funksjon av de stokastiske variablene X1, X, ..., X,,. En mye
brukt estimator for forventningsverdien yu er for eksempel gjennomsnittet % 2?:1 X;.

Notasjon: Som symbol for en estimator er det vanlig a sette en hatt over symbolet til den parameteren man

ensker a estimere. Dersom man skal estimere verdien til 8 kaller man altsa den tilharende estimatoren for 8, som
man leser som theta-hatt. Andre notasjoner som noen ganger blir benyttet for en estimator er a sette en tilde
eller en stjerne pa symbolet for parameteren eller a sette to hatter over symbolet. Dersom man for eksempel har

tre estimatorer for verdien til parameteren 6 kan man kalle disse for henholdsvis 9, 0 og 6*.

Kommentar: Siden en estimator@ er en observator, altsa en funksjon av stokastiske variabler, blir en estimator
en stokastiske variabel. En estimator har dermed alle de egenskaper som stokastiske variabler har. Spesielt vil en
estimator ha en sannsynlighetsfordeling, en forventningsverdi og en varians. Det a finne

sannsynlighetsfordelingen til en estimator @ er i noen situasjoner relativt enkelt, mens i andre situasjoner kan det

veere sveert vanskelig. Hvor lett eller vanskelig det er avhenger av hvilken fordeling X ;-ene har og hvordan 0 er
gitt som funksjon av X1, X», ..., X,,.

Notasjon: Etter at man har observert verdier x1, X5, ..., X, for X, X», ..., X}, vilman naturlig sette inn disse
verdiene i uttrykket for 6 og regne ut en tilherende tallverdi for 6. Denne verdien kalles et estimat for . Selv om
det kan vaere noe misledende er det mye vanlig & benytte notasjonen 6 ogsa for estimatet for 8, og dette gjores
pé temasidene du na ser pa. Selv om man benytter notasjon 0 for bade for estimatoren og estimatet er det viktig
a skille mellom disse to. Estimatoren er en stokastisk variabel, mens estimatet er et tall. For & understreke
forskjellen mellom en estimator og et estimat benytter en del bgker notasjonen © for estimatoren og@ for
tilhgrende estimat.
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Definisjon: En estimator @ sies & vaere en forventningsrett estimator for en parameter 6 hvis

E[6] = .
Hvis ikke sies § & vaere en forventningsskjev estimator for 6.

Tolkning: For a forsta hvilken betydning det har at en estimator er forventingsrett ma man farst huske tolkningen
av forventningsverdi. Denne gir at vi kan tenke pa E[G] som gjennomsnittsverdien til de estimatene vi far hvis vi

gjentar det stokastiske forsgket som ligger til grunn for 6 uendelig mange ganger. En forventningsrett estimator 6
vil dermed i gjennomsnitt treffe verdien til 6.

Kommentar: Nar man skal vurdere hvor god en estimator er vil man normalt starte med & sjekke om den er
forventningsrett. Blant flere estimatorer for samme parameter vil man foretrekke en som er forventningsrett.
Hvis man har flere forventningsrette estimatorer vil man foretrekke den som er mest effisient (se diskusjon
under).
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Definisjon: Av flere forventningsrette estimatorer for en parameter sier vi at den med minst varians er mest
effisient.

Kommentar: Av flere forventningsrette estimatorer foretrekker vi den som er mest effisient. Dersom vi har to
eller flere forventningsrette estimatorer vil vi altsa velge a benytte den som har minst varians.

Tolkning: For & forsta rimeligheten av & foretrekke den forventningsrette estimatoren som har minst varians, ma
man huske pa at varians er et mal pa hvor mye observert verdi for en stokastisk variabel vil variere dersom man
gjentar det stokastiske forsgket uanedlig mange ganger. Ved & foretrekke den forventningsrette estimatoren som
har minst varians vil man altsa velge den estimatoren som i gjennomsnitt treffer riktig verdi og som samtidig
giennomgaende bommer minst pa sanne verdien til parameteren.

Kommentar: Hvis man har to forventningsrette estimatorer 6 og 6 og onsker & bestemme hvilken av disse som

er den beste estimatoren ma man altsé bestemme hvilken av Var [9] og Var [9] som er minst. Hvordan man
enklest kan bestemme dette rent matematisk vil variere avhengighet av hvordan uttrykkene for de to variansene
ser ut. Noen ganger kan det gi enklest regning a ta utgangspunkt i

Var [9] - Var[é]
og sa vise at denne differansen alltid er positiv eller alltid negativ. Andre ganger kan det gi enklere regning a ta
utgangspunkt i
Var [9]
Var[é]

og sa vise at dette forholdet alltid er starre enn en eller alltid mindre enn en. Det finnes ogsa situasjoner der
hvilken varians som er minst avhenger av verdien til 6.
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Definisjon: Anta at X1, X, ..., X, er stokastiske variabler med simultan sannsynlighetsfordeling
f(x1,%x5,...,x,;0), der 8 er en skalar parameter eller en vektor av parametre. Anta videre at en formel for
fordelingen f(x1, X», ..., X,; 0) er kjent, men at verdien til @ er ukjent. Hvis man har observerte verdier
X1,X», ..., X, for hver av de stokastiske variablene X1, X, ..., X,, er rimelighetsfunksjonen gitt som

LO; x1, %9, ..., x,) = f(x1, X0, ..., X3 0).

Tolkning: Innsatt observerte verdier x 1, x5, ..., X, Vil f(x1, X2, ..., X,; 6) uttrykke hvor sannsynlig det er a
observere det man har observert. Siden sannsynlighetsfordelingen f(x{, x5, ..., x,; @) endrer seg nar verdien til
0 endrer seg vil apenbart sannsynligheten for & observere det man har observert vaere en funksjon av verdien til
0. Denne funksjonen kaller vi altsa rimelighetsfunksjonen og den uttrykker, som funksjon av 6, hvor sannsynlig
eller rimelig det er a observere det vi har observert..

Notasjon: P3 engelsk kalles rimelighetsfunksjonen for "the likelihood function”, og bokstaven L som benyttes
som symbol for rimelighetsfunksjonen er forkortelse for "likelihood".

Kommentar: Man bar merke seg at det er en viktig forskjell mellom simultanfordelingen f(x1, x5, ..., X,;6) og
rimelighetsfunksjonen L(6; x1, X5, ... , X,) selv om det fra definisjonen over kan se ut som om de er identiske.
Hvis man skriver opp formler for henholdsvis simultanfordelingen f(x1, x5, ... , X,; 8) og rimelighetsfunksjonen
L(6; x1, x5, ...,X,) vil disse veere identiske slik definisjonen over angir. Forskjellen mellom de to er hvilke
variabler de er en funksjon av og hva som er fastholdte parametre eller tall. Simultanfordelingen
f(x1,%x2,...,%,;0) eren funksjon av xy, X5, ..., X,, mens parameteren 6 tenkes a ha en fastholdt verdi. For
rimelighetsfunksjonen er det motsatt. Rimelighetsfunksjonen er en funksjon av parameteren €, mens vi tenker pa
X1,X2, ..., X, Som observerte verdier, altsa kjente tall.

Kommentar: Nar man skal danne en rimelighetsfunksjon vil sveert ofte X1, X, ..., X,, veere antatt a veere et
tilfeldig utvalg fra f(x; 8)-populasjonen. Dette betyr at X, X», ..., X, er uavhengige stokastiske variabler og at
f(x; 0) er marginalfordelingen for hver av X1, X», ..., X,,. Da er simultanfordelingen til X, X», ..., X, lik
produktet av de n marginalfordelingene slik at vi far
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Eksempel: Figuren under viser et eksempel pa en rimelighetsfunksjon. Det er her antatt at man har n stokastiske
variabler som er et tilfeldig utvalg fra en eksponensialfordeling med parameter A. Rimelighetsfunksjonen blir da

L(A;x1,%2, ..., Xp) = H [Ae=*] = 2" exp{—/l (2 x,->}
i=1 i=1

for A > 0. Figuren under viser denne rimelighetsfunksjonen nar n = 10 og de observerte verdiene er
x; =0.181, x, = 0.495, x5 = 1.287, x4 = 0.058, x5 = 0.289, x¢ = 0.103, x; = 0.049, xg = 0.609,
Xg = 0.051 0g X190 = 0.141.

2.5 1+

2.0 1+
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Kommentar: Fra definisjonen ser vi at for hver verdi av parameteren  er rimelighetsfunksjonen

L(6; x1, x5, ..., x,) er sannsynlighet (hvis X, X,, ..., X, er diskrete stokastiske variabler) eller en
sannsynlighetstetthet (hvis X1, X5, ..., X, er kontinuerlige stokastiske variabler). L(0; x1, x5, ..., X,) Vil
dermed veere ikke-negativ for alle verdier av §. Men merk at L(6; x1, x5, ..., X,,) ikke er en
sannsynlighetsfordeling. | figuren over ser vi for eksempel dette ved at arealet mellom rimelighetsfunksjonen og
x-aksen apenbart er stgrre enn en.

Sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet: Sannsynlighetsmaksimeringsprinisppet sier at dersom man skal
estimere verdien til en parameter @ ut fra observerte verdier x1, X5, ... , X,,, sa skal man velge den verdi av
som gjer det mest sannsynlig & observere de verdiene man faktisk har observert.

Kommentar: Da rimelighetsfunksjonen L(6; x1, X3, ... , X,) uttrykker hvor sannsynlig det er & observere det
man har observert, angir sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet at man som estimat for 6 skal benytte den verdi
av @ som maksimerer L(6; x1, X5, ..., X,,). Det er verdt 8 merke seg at dette estimatet naturlig nok blir en
funksjon av de observerte verdiene x1, x>, ..., X,. | definisjonen under benytter vi notasjonen

0 = u(xy,xy, ..., x,) for dette sannsynlighetsmaksimeringsestimatet. Matematisk betyr dette at vi har
L(u(x1, X2, ..o s Xp); X1, X2, ..., Xp) 2 L(6; X1, X2, ..., Xp)
for alle parameterverdier 0 og alle verdier x, x5, ..., X,

Definisjon: La u(x1, x5, ..., X,) betegne estimatet for & man far ved a benytte
sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet. Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for € er da

0=u(X1,Xs,...,X,),
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mens tilherende observert verdi 8 = u(xy, x5, ..., Xx,), der xy, X5, ..., X, er observerte verdier, kalles
sannsynlighetsmaksimeringsestimatet.

Kommentar: Man skal merke seg at vi i definisjonen over har benyttet samme symbol 0 bade for estimatoren for
6 og for tilhgrende observert estimat. For en naermere diskusjon om forskjellen mellom en estimator og et
estimat og tilhgrende notasjon, se kommentarer under "estimator" lenger oppe pa denne temasiden.

Kommentar: Nar man skal utlede SME vil det i de fleste tilfeller gi enklere regning dersom man fokuserer pa
In(L(6; x1, x5, ..., x,)) i stedet for p& rimelighetsfunksjonen L(6; x1, x, ... , x,,) selv. Dette er motivasjonen
for & definere log-rimelighetsfunksjonen.

Definisjon: Log-rimelighetsfunksjonen er

10; %1, x2, ..., x,) = In(L(O; X1, X2, ..., X))
for de verdier av @ hvor L(6; x1, x5, ..., Xx,) > 0.

Kommentar: Siden In er en strengt voksende funksjon vil L(0; x1, X5, ..., X,) og I(§; x1, x5, ..., X,) ta sine
maksima for samme verdi av €. Det a finne SME ved & maksimere L(0; x1, X5, ..., X,) med hensyn pa 6 vil
dermed gi samme resultat som & maksimere I(0; x1, X5, ... , X,) med hensyn pa 6. Grunnen til at det vanligvis gir
enklere regning a fokusere pa log-rimelighetsfunksjonen er, som diskutert over, at rimelighetsfunksjonen typisk
er gitt som et produkt. Ved a benytte regneregler for In far vi da at log-rimelighetsfunksjonen vil vaere gitt som en
sum. For & maksimere vil man typisk starte med & derivere, og mens det & derivere en sum kan gjgres enkelt ved
a derivere hvert ledd for seg ma man benytte multiplikasjonsregelen for & derivere et produkt og dette gir
vanligvis sterre og mer kompliserte uttrykk a regne med.
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Innledning: Her finner du en definisjon av konfidensintervall og en diskusjon av denne definisjonen, inkludert en
diskusjon om hvordan man skal tolke et konfidensintervall. Nar man starter med a lzere om konfidensintervall kan mye
av dette for en del oppfattes som ganske vanskelig. En alternativ inngang til begrepet konfidensintervall er & studere
eksemplet pa utregning av konfidensintervall gitt under begrepet «Utlede et konfidensintervall» pa temasiden for
regneprosedyrer for konfidensintervall og prediksjonsintervall. Etter & ha studert dette vil man vaere bedre rustet til &
forsta den formelle definisjonen av konfidensintervall som er gitt her.

Definisjon: Anta at vi har stokastiske variabler X1, X,, ..., X, der sannsynlighetsfordelingen for disse inneholder en
parameter 6, og der verdien til parameteren @ er ukjent. La x, X5, ... , X, betegne observerte verdier for de stokastiske

variablene X, X, ..., X,. Anta videre at man for to observatorer/éL(Xl,Xz, e Xp) og/éU(Xl,XZ, ..., X,) harat

P (0,00 X, X,) SO SOy X, X)) = 10

der @ € (0, 1). Det numeriske intervallet
[GL(xl,xz, ey X)), Op(x1, Xg, ... ,xn)]

kalles da et (1 — @) - 100%-konfidensintervall for .

Kommentar: Typiske verdier for @ er 0.05, 0.10 og 0.01. Verdien 1 — « kalles konfidenskoeffisienten til intervallet. Hvis
a = 0.05 sier vi for eksempel at vi har et 95%-konfidensintervall.

Kommentar: | definisjonen over er 01 (X1, X, ..., X,) og Oy (X1, X3, ... , X,) antatt & vaere observatorer. Dette
innebaerer at disse skal vaere observerbare, slik at nar man har observert tallverdier x, x», ... , x,, for de stokastiske

variablene X1, X3, ..., X, skal man veere i stand til a regne ut tallverdier for 0 (x1, X3, ..., X,) 0g Oy (x1, X2, ..., Xp).
Som for alle observatorer, kan dermed disse to observatorene ikke vaere funksjoner at parametre som man ikke kjenner
verdien til.
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Kommentar: 6 og 0y er funksjoner av n variabler og vil typisk veere definert ved formler. Hvis vi setter inn de
stokastiske variablene X, X, ..., X, i disse funksjonene blir resultatet stokastiske variabler, mens vi i stedet setter inn
de observerte tallene x1, x5, ..., X, far vi tall som resultat.

Kommentar: Et konfidensintervall er altsa et numerisk intervall, sa grensene i konfidensintervallet er tall.
Konfidensintervallet ma ikke forveksles med

BL(X1 X X, B (X X, X))

der grensene er observatorer (og dermed stokastiske variabler) og kalles ofte en intervallestimator. Forskjellen mellom et
konfidensintervall og tilherende intervallestimator er tilsvarende som mellom et estimat og en estimator. En estimator er
en stokastisk variabel og en intervallestimator er et intervall der nedre og gvre grense er stokastiske variabler, mens et
estimat er et tall og et konfidensintervall er et intervall der nedre og @vre grense er tall. For a gjgre analogien til en
estimator og et estimat klarere bruker en del tekster et kalle et konfidensintervall for et intervallestimat.

Noe som kan gjere det ekstra komplisert & holde et klart skille mellom et konfidensintervall og tilharende
intervallestimator er at en del tekster (inkludert en del tidligere eksamensoppgaver) ikke skiller klart mellom de to og
omtaler begge som konfidensintervall.

Utregning av et konfidensintervall: For a regne ut et konfidensintervall ma man ferst finne formler for observatorer
0L(X1, Xa, .0, X,) 08 (X1, X, ., X, skt

P (0.0 X, X,) S0 By (X1, X, X)) = 1 -

Deretter finner man konfidensintervallet ved a erstatte de stokastiske variablene X, X, ..., X,, med de observerte
verdiene xy, X», ... , X, i formlene for disse to observatorene. En trinn-for-trinn beskrivelse for dette er gitt pa
temasiden med regneprosedyrer for konfidensintervall og prediksjonsintervall.
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og kombinere dette med var tolkning av sannsynlighet. Vi tolker sannsynlighet for en hendelse A som den relative
hyppigheten av hendelsen A nér vi gjentar det stokastiske forsgket uendelig mange ganger. Les eventuelt mer om
tolkning av sannsynlighet under begrepet «Sannsynlighet» pa temasiden for hendelser og sannsynlighet.

Det stokastiske forsgket det er snakk om her er det at vi observerer verdiene x 1, X5, ..., X, for de stokastiske variablene
X1, X5, ..., X, oghendelsen er at den sanne (ukjente) verdien til @ ligger inni konfidensintervallet. For a tolke
sannsynlighetsuttrykket over ma vi dermed tenke oss at vi gjentar det & observere verdier x1, x5, ..., X, for

X1,X>, ..., X, ogregner ut tilherende konfidensintervall uendelig mange ganger. Hver gang observerer vi altsa nye
verdier x1, X, ..., X, og far et nytt konfidensintervall, mens verdien til § er et tall og dermed lik for alle forsgkene. Vi far
dermed uendelig mange konfidensintervall og sannsynlighetsuttrykket over sier at for en andel 1 — a av disse ligger 0
inne i konfidensintervallet.

| praksis gjor vi selvfolgelig forsoket bare en gang og regner dermed bare ut et konfidensintervall. For dette
konfidensintervallet har vi to muligheter, enten ligger 8 inne i intervallet eller sa ligger 8 utenfor intervallet, og vi vet ikke
hvilken av disse som er korrekt. Det finnes ikke noe sannsynlighetsuttrykk som sier noe om det spesielle
konfidensintervallet vi observerer. Sannsynligheten 1 — a er kun relatert til den prosedyren eller fremgangsmaten vi
benytter for 8 komme frem til konfidensintervallet, ikke til det spesielle konfidensintervallet vi endte opp med.

Simuleringseksempel: En mate for & visualisere tolkningen av konfidensintervall diskutert over, er a benytte Matlab til
simulere observerte verdier x, x5, ..., X, og regne ut tilhgrende konfidensintervall. Vi kan da lett gjenta forsgket
mange ganger, men selvfalgelig bare et endelig antall ganger. | figuren under har vi tatt utgangspunkt i at X;-ene er
normalfordelte med forventingsverdi u = 20 og varians 62 = 52. | hvert forsgk genererer vi ferst n = 30 observasjoner
fra den spesifiserte normalfordelingen, betrakter sa bade y og 6 som ukjente og regner ut et 95%-konfidensintervall
for u. Vi gjentar forseket 50 ganger. Figuren viser de resulterende konfidensintervallene, og siden dette er et
simuleringsforsek slik at vi faktisk kjienner den sanne verdien til u er denne markert med en stipla red linje i figuren. Vi
ser at 48 av de n = 50 konfidensintervallene inneholder den sanne verdien u = 20.
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Innledning: Her finner du en definisjon av prediksjonsintervall og en diskusjon av denne definisjonen, inkludert en
diskusjon om hvordan man skal tolke et prediksjonsintervall. Nar man starter med a laere om prediksjonsintervall kan
mye av dette for en del oppfattes som ganske vanskelig. En alternativ inngang til begrepet prediksjonsintervall er a
studere eksemplet pa utregning av prediksjonsintervall gitt under begrepet «Utlede et prediksjonsintervall» pa temasiden
for regneprosedyrer for konfidensintervall og prediksjonsintervall. Etter & ha studert dette vil man vaere bedre rustet til &
forsta den formelle definisjonen av predikssjonsintervall som er gitt her.

Definisjon: Anta at vi har stokastiske variabler X, X», ..., X, der sannsynlighetsfordelingen til disse kan avhenge av
en eller flere parametre som vi ikke kjenner verdien til, og la x1, x5, ... , X, betegne observerte verdier for de stokastiske
variablene X1, X5, ..., X,,. Anta videre at vi har en annen stokastisk variabel X* som representerer en fremtidig
observasjon og sannsynlighetsfordelingen til denne avhenger av de samme ukjente parametrene. Anta sa at vi for to

observatorer)A(Z(Xl,Xz, X)) og)A(Z(Xl,XZ, ..., X,) harat

P(XE00 Xar 0 X) S X S X (X0 X X)) = 10
der @ € (0, 1). Det numeriske intervallet
AKX Ak
[XL(xl,xz, cees Xn), Xy (X1, X2, ... ’xn)]

kalles da et (1 — @) - 100%-prediksjonsintervall for X * .

Kommentar: Typiske verdier for a er 0.05, 0.10 0g 0.01. Hvis @ = 0.05 sier vi for eksempel at vi har et 95%-
prediksjonsintervall.
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Kommentar: | definisjonen over er X; (X1, X5, ..., X,) 0og Xi;(X1, X5, ..., X)) antatt 8 veere observatorer. Dette
innebaerer at disse skal vaere observerbare, slik at nar man har observert tallverdier x1, x», ..., x,, for de stokastiske

e . o*x
variablene X, X, ..., X, skal man vaere i stand til & regne ut tallverdier for X (x1, x5, ..., X,) og

Ak
Xy (x1,%y,...,Xx,). Spesielt kan disse observatorene ikke vaere funksjoner av parametre som en ikke kjenner verdien til.

Ak Ak
Kommentar: X; og X, er funksjoner av n variabler og vil typisk veere definert ved formler. Hvis vi setter inn de
stokastiske variablene X, X, ..., X, i disse funksjonene blir resultatet stokastiske variabler, mens vi i stedet setter inn
de observerte tallene x, x5, ... , x,, far vi tall som resultat.

Kommentar: Et prediksjonsintervall er altsé et numerisk intervall, sa grensene i prediskjonsintervallet er tall.
Prediksjonsintervallet ma ikke forveksles med

Ak ok
(X020, X0, X (X0, X, X))

der grensene er observatorer (og dermed stokastiske variabler). Forskjellen mellom et prediksjonsintervall og det
stokastiske intervallet er helt tilsvarende som forskjellen mellom et konfidensintervall og en intervallestimator, se derfor
diskusjonen om dette under temaet «Konfidensintervall» lenger opp pé& denne temasiden.

Utregning av et prediksjonsintervall: For a regne ut et prediksjonsintervall ma man ferst finne formler for
A K AK
observatorer X ; (X1, X», ..., X,) og Xy(X1, X5, ..., X,) slikat

P ()?Z(XI,XZ, LX) S X< XX X, . ,Xn)> =1-a

Deretter finner man prediksjonsintervallet ved a erstatte de stokastiske variablene X, X, ..., X,, med de observerte
verdiene X1, X5, ... , X, i formlene for disse to observatorene. En trinn-for-trinn beskrivelse for dette er gitt pa
temasiden med regneprosedyrer for konfidensintervall og prediksjonsintervall.




